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Kapitel 1

Tryck

Tryck ar kraft per areaenhet. Om F representerar en kraft, métt i newton (N)
och A representerar en yta om A kvadratmeter (m?) s #r trycket, p lika med

b= Z (1~1)

och trycket p blir d& uttryckt i Nm~2. Se i figur en yta A som péaverkas av
kraften F' och som dérigenom utévar trycket p = %. Enheten for tryck ar pascal,
dér 1Pa #ir INm~2. Tryck #r dven en form av lagrad (potentiell) energi och
eftersom mattet pa energi, en joule ir 1 Nm kan vi uttrycka 1 Pa som 1Jm™3,
alltsa energi (joule, J) per volymenhet (m?).

Att méta tryck i absoluta termer &r besvérligt. Manga métningar av tryck
gors darfor med det omgivande lufttrycket (1 atm) som referens, och métvirden
blir da uttryckta som &ver- eller undertryck relativt det omgivande trycket.

Jordens atmosfar tillsammans med gravitationen orsakar lufttrycket vi up-
plever vid jordens yta. Lufftrycket vid havsytan varierar, men det standardis-
erade atmosfariska trycket dr bestdmt till 101,325 kPa alltsa 1 atm.

Under vattenytan adr det omgivande trycket summan av lufttrycket och det
tryck som vattnet astadkommer. Den delen av det omgivande trycket som
utovas av en vitska (vatten) kallas det hydrostatiska trycket. En vattenpelare
av hojden d (djupet) med arean A astadkommer vid pelarens botten ett tryck
om

mg _ pVyg _ phAg

A

Figur 1.1: Tryck.



1bar = 100kPa

latm = 101,325 kPa
1mmHg = 133,3224 Pa
1fsw = 3064,3 Pa

1 msw = 9806,38 Pa

Tabell 1.1: Tryckenheter.

dar m ar vattnets massa, g ar tyngdaccelerationerﬂ och p &r vattnets densitet.
Det totala (absoluta) trycket vid pelarens botten &r da

Ptot :P0+pgh (13)

dér Py representerar lufttrycket. Vattnets densitet pg,o dr 999,972kgm =3 (se

tabell 7 lufttrycket Py &r 1atm, dvs 101 325 Pa, pa 10 m djup blir da trycket

Pyor = 101325 Pa + 999,972 kgm ™2 - 9,806 65 ms ™2 - 10 m(m?)
= 101325 Pa + 98063 Pa
= 199388 Pa = 199,4 kPa = 1,994 bar (1.4)
(1.5)

En vattenpelare utévar alltsa ett hydrostatiskt tryck om 9,8063 kPam™! eller
ungefir 0,098 barm~!. For att beriikna det omgivande trycket i bar vid ett visst
djup (i m) kan vi alltsi skriva

Pyt = 1,01325 + d - 0,098 063 (1.6)

Eller ungefarligt
Piot=1+0,1-d (1.7)

1 Tyngdaccelerationen varierar och #r olika pa olika stillen pa jordens yta. Det standard-
iserade virdet for tyngdaccelerationen, g &r 9,806 65 ms—2.



Kapitel 2

(zaser och vatskor

Ett d&mne férekommer vanligen i tre olika former, aggregationstillstand, dessa
ar fast form, flytande form och gasform. Ibland kallas aggregationstillstand
dven fas, men ett dmne kan ha fler faser dn det finns aggregationstillstand.
I fasdiagrammet nedan (fig. beskrivs hur 6vergangarna mellan de olika
aggregationstillstanden (faserna) beror av tryck (P) och temperatur (7).

Vatten ar en vitska vid rumstemperatur. Om temperaturen sdnks Gvergar
vattnet i fast form, is. Om temperaturen istéllet hdjs 6vergar vattnet i gasform,
vattenanga.

2.1 Vatska

En vitska kiéinnetecknas av att den inte deformeras elastiskt vid skjuvning och
(néistan) inte kan komprimeras under tryck. Vid en fri yta har en vitska en
stor fordndring i densitet. Vétskans kohesion stravar att minimera vitskans yta
vilket visar sig som ytspanning.

2.2 Gas

Ett &mne i gasform kéinnetecknas av det stora avstandet mellan &mnets enskilda
partiklar (atomer, molekyler). En gas, har jamfort med andra aggregationstill-
stand, lag densitet och viskositet. En gas volym péaverkas av tryck och temper-
atur och gas kan komprimeras. Jordens atmosfér, luft, &r en blandning av olika

gaser, se tabell

2.3 Allmanna gaslagen

Den allmdnna gaslagen beskriver sambandet mellan tryck, volym, temperatur
och substansméngd hos en ideal gas. Om p representerar gasens tryck i Pa, V'
gasens volym i m>, n substansméngden i mol, T temperaturen i K och R &r
gaskonstanten, 8,3145Jmol~! K sa giller

pV =nRT (2.1)
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Figur 2.1: Fasdiagram

Gas Beteckning Volymandel Massandel
Kvive No 78,084 % 75,518 %
Syre O, 20,942 % 23,135%
Argon Ar 0,934 % 1,228 %
Koldioxid COq 0,040 % 0,058 %
Neon Ne 18,180 ppm 12,67 ppm
Helium He 5,240 ppm 0,72 ppm
Metan CHy 1,760 ppm 0,97 ppm
Krypton Kr 1,140 ppm 3,30 ppm

Tabell 2.1: Luftens sammanséttning vid standardtryck och -temperatur
(Latm och 25°C). Luften innehaller ytterligare omkring femton gaser
men halterna av dessa rdaknas i miljarddelar.



En ideal gas ar en gas utan annan interaktion mellan gasmolekylerna (eller
gasatomerna) dn elastiska kollisioner. Detta géller inte for verkliga gaser, men
avvikelserna dr sma sé ldnge gasens densitet dr mycket ldgre &n densiteten hos
gasen kondenserad till vitska.

2.4 Daltons lag

Daltons lag beskriver hur trycket hos en blandning av gaser innesluten i en
volym relaterar till trycket hos gaserna var for sig inneslutna i samma volym.

Om Py, representerar det totala trycket hos gasblandningen innesluten i
volymen V och p; representerar trycket hos en enskild gas ur gasblandningen
innesluten i samma volym V' s& ger Daltons lag att

Pt = Zpi (2.2)
i=1

Det totala trycket hos en gasblandning innesluten i en volym V &r alltsd summan
av de enskilda gasernas partialtryck. En gas partialtryck &r dérmed det tryck
som gasen utovar i volymen V om alla andra gaser avldgsnas.

Det ar vanligt att uttrycka gasblandningars komponenter som andelar, frak-
tioner av gasblandningen. Alltsa, en gas andel av hela gasblandningen &r
fi = 2= och da blir summan av alla fraktioner 1.

Ptot
- o . Di 7Ptot7
Zfz*zptotiljtotil (23)

i=1 i=1

En tiolitersflaska som fylls med hundra liter (komprimerad) luft kommer
innehéalla en gasblanding vars totala tryck &r tio bar. Luftens sammanséttning
(tabell ger att kvivets partialtryck i flaskan &r ca 7,8 bar och syrets ca
2,09 bar, osv.

2.5 Fasovergang

Ett &mne som vid ett visst tryck och med en viss temperatur (punkten p i figur
befinner sig i vitskefas kommer att koka om temperaturen hojs tillrdackligt
mycket for att dmnet skall Gvergd i gasfas. Motsvarande d&mne kommer att
kavitera om istédllet trycket sénks tillrackligt mycket for att &mnet skall Gvergé
i gasfas.

Kavitation och kokning sker nér en vétska Gvergar i gasform och gasbub-
blor uppstar i viatskan. Dessa gasbubblor uppstar vid mikroskopiska kérnor
(nuclei) i véitskan, dessa kan vara smé orenheter eller partiklar i vitskan eller
mikroskopiska ojadmnheter i ett kirl som omsluter vétskan.

I vissa fall kan ett &mnes fasovergang fordrojas, dven fast dess temperatur
hé6js eller tryck sdnks bortom linjen mellan trippelpunkten och den kritiska
punkten.



Tmin Tmax
A B C C] [°C]
8,07131 1730,63 233,426 1 100
8,14019 1810,94 244,485 99 374

Tabell 2.2: Antoines ekvations koefficienter for vatten vid olika temper-
aturer.

Vatten
Beteckning H,O
Molmassa 18,01528 g mol ~*
Densitet (0°C, 1atm) 999,9720g1~?
Angtryck (25°C, 1atm) 3,16kPa
Angtryck (37°C, 1atm) 6,19kPa

Tabell 2.3: Egenskaper hos vatten.

2.6 Vattnets angtryck

Antoines ekvation beskriver forhallandet mellan angtryck och temperatur. An-

toines ekvation lyder
B

logp=A— —— 24
gp CaT (2.4)
och bestdmmer angtrycket i mmHg som ett linjéart férhallande mellan logaritmen

av trycket och inversen av temperaturen i °C (1kPa motsvarar 7,501 mmHg).
Ekvationen &r en uppskattning och konstanterna &r giltiga inom vissa tem-
peraturomraden. For vatten géller konstanterna i tabell 2.2 Med hjilp av
Antoines ekvation kan nu vattnets angtryck for olika temperaturer berdknas, se

tabell 2.3

2.7 Losningar

En [dsning dr en homogen blandning av tva eller flera &mnen. Vanligen kallas
det &mne som finns i storst méngd losningsmedel. Exempelvis 16ser sig vanligt
salt (natriumklorid) 14tt i vatten. Proportionen mellan losningsmedel och 16st
amne kallas &mnets koncentration i 16sningen. En 16sning av ett d&mne i ett
16sningsmedel ar mdattad da 16sningen inte langre kan 16sa mer av &mnet i fraga.
Exempelvis kan viss méngd vatten inte 16sa hur mycket salt som helst.

Ett 16sningsmedels forméga att 16sa ett &mne beror pa dess temperatur (och
aven pd det omgivande trycket). Vanligen lser varma losningsmedel mer av ett
dmne dn motsvarande kalla.

En dvermdttad 16sning kan bildas under vissa speciella forhallanden. I en
overmattad 16sning &r mer dmne 16st d&n vad losningsmedlet under normala
forhallanden har kapacitet att 16sa. En 6verméttad 16sning kan skapas exem-
pelvis genom att ett &mne loses i l6sningsmedel med hog temperatur. Nér
16sningen sedan kyls snabbare &n det l6sta &mnet hinner féllas ut uppstar en

10



véatska

~———

Figur 2.2: Dynamisk jamvikt.

overméattad l6sning. Det dr d&ven mojligt skapa en 6verméttad l6sning genom att
lata 16sningsmedlet avdunsta, eller genom att fordndra det omgivande trycket.

2.8 Dynamisk jamvikt

Gaser kan 16sas i vitskor. En i vétska 16st gas befinner sig i en dynamisk jamvikt.
En dynamisk jamuikt ar ett tillstand i vilket tva motverkande processer sker i
samma hastighet, i det har fallet da ett gasformigt d&mne l6ser sig i en vatska,
samtidigt som det i vitskan 16sta &mnet gar tillbaka i gasfas.

En gas l6st i en vitska utovar inte nagot tryck (partialtryck) i egentlig
mening. Den 16sta gasen befinner sig i jamvikt med den fria gasen och vi séger
att den losta gasen har en tension (spdnning) som motsvarar partialtrycket hos
en fri gas som &r i jimvikt med den 16sta gasen. Med andra ord gasens tension
motsvarar det partialtryck samma gas i fri form behéver ha for att bibehalla
jadmvikten med den i viatskan l6sta gasen.

2.9 Henrys lag

Henrys lag beskriver hur partialtrycket hos ett &mne i gasform relaterar till dess
koncentration i en 16sning.

Om p; &ar partialtrycket for &mnet i gasform och ¢; &r &mnets koncentration
i 16sningen sa ger Henrys lag att

K77 &r Henrys lags flyktighetskonstant som beror av gasen (i). I (dynamisk)
jamvikt ar alltsd dmnets méngd i losningen (koncentrationen, ¢;) proportionell
mot dmnets partialtryck i gasform (p;). En liter vatten vid trycket 1atm och
temperaturen 25 °C bér alltsd innehalla ungefér 14 mg kvivgas.

V=11
P =1atm
fn, =0,78
c 1
KZ(NZ) = 1600 atm 1 mol

My, = 28,014 gmol !

11



K% H Molmassa

Gas Beteckning  [atmlmol™'| [molm™®Pa~'] [gmol™!]
Syrgas O, 770 1,2x107° 31,998
Vitgas  Hy 1300 7.7 % 106 2,016
Koldioxid  CO, 29 3.4 x 10~ 44,009
Kvivgas N, 1600 6,5 x 100 28,014
Helium  He 2700 3.8 x 10-0 4,002
Neon Ne 2200 4,4 x 10~ 20,180
Argon Ar 710 1,4 x 107° 39,948
Koloxid  CO 1100 9,7 x 10~ 28,010

Tabell 2.4: Henrys lags konstanter [12] {6r nagra olika gasers 16sning i
vatten vid 25°C. 1atm &ar 1,013 25 bar.

Kvévets partialtryck vid lufttrycket 1atm blir py, = Pfy, = 0,78 - latm =
0,78 atm. Koncentrationen av kvive i vattnet ges av Henrys lag och flyktighet-

skonstanten KZC(M) = 1600 atm 1 mol 1.
PN, = KTI){C(N2)CN2
CN, = sz i P
’ KII}C(Nz)
latm- 0,78
eN, P10 0,4875 mmol 17! (2.6)

~ 1600 atm I mol !

Kvévets massa ges av ny, = cn, - V och my, = nn, - My, .

ny, = cn,V
my, = TLNz]WN2 = CN2V]\4N2
mpy, = 0,4875mmol 17! - 11- 28,014 gmol ~* = 13,66 mg (2.7)

Alltsé kan 11 rent vatten vid temperaturen 25 °C och trycket 1 atm 16sa ungefér
13,66 mg kvive (kvivgas).

For gasers 16sning i vétskor géller i allménhet att 16sligheten minskar med
temperaturen, alltsd ju hogre temperaturen &r desto mindre av gasen forblir
i 16sningen eller kan 16sas i vétskan. Ett undantag &r Helium, vars 16slighet
Okar med temperaturen. Weathersby och Homer konstaterar i [I4] att kvév-
gas loslighet i vatten forefaller fordndras med mellan —0,72% och —0,9 % per
°C. Gevantman[5] bestdmmer kvévets loslighet i vatten som en funktion av
temperaturen, se figur

12
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Figur 2.3: Kvévgasens l0slighet i vatten som funktion av temperatur
vid 1atml5]. Losligheten som molkvot X beskrivs av kurvan In X; =
A+ B/T*+CInT* dar T* = T/100K och A = —67,3877, B = 86,3213
och C = 24,7981. Henrys konstant K7 ges sedan av 1,83089/X: [12].

Kvévgas
Beteckning Ny
Molmassa 28,014 g mol ~*
Densitet (0°C, 1atm) 1,251 gl~!
Loslighet i vatten 1518 atm 1 mol !
(K%, 25°C, 1atm)
Léslighet i blod 1567-1630atm 1 mol !

(K%7, 38°C, 1atm)

Tabell 2.5: Egenskaper hos kvéve.

13



Kapitel 3
Fysiologi

Miénniskan behover energi for att 6verleva. Denna energi skapas pa celluldr niva
genom olika kemiska reaktioner i kroppen. Basalomsittningen, BMR (Basal
Metabolic Rate) uttrycker kroppens energibehov i vila. Omkring 60-75% av
kroppens energiférbrukning anvénds for att uppréatthalla grundlaggande funk-
tioner, sdsom andning, blodcirkulation, kroppstemperatur, etc. Ungefar 20 %
anvinds till fysisk aktivitet och cirka 10% till termogenes, dvs skapande av
varme.

Kroppens energibehov tillgodoses genom oxidation av olika niringsimnen (se
nedan). Oxidationen forbrukar syre. Syreforbrukningen hos en normalstor
person (70kg) i vila dr cirka 0,31min~!, se tabell Samma person andas i
genomsnitt ungefir 7,51min~"t luft (20,9% Os) och andas ut 17 % syrgas och
cirka 3,2 % koldioxid.

3.1 Metabolism

Cellerna i kroppen behover energi for att fungera. En stor del av denna en-
ergi genereras av sonderdelning av molekylen adenosintrifosfat (ATP) genom
hydrolys. ATP bryts ned till adenosindifosfat (ADP) och en fri fosfatgrupp.
ATP aterskapas sedan att genom ADP oxideras via glykolys och oxidation av
niringsdmnen. Vid oxidationen av niringsdmnen som kolhydrater, fettsyror och
proteiner forbrukas syrgas och koldioxid genereras.

Maéngden koldioxid som genereras och méngden syrgas som forbrukas beror

Andning Syre Koldioxid

Aktivitet [l min_l] [1 min~ 1] [l min_l]
Vila 7,5 0,3 0,24
Langsam gang 14 0,65 0,52
Gang 26 1,2 0,96
Langsam 16pning 43 2 1,6
Max 65 4 3,2

Tabell 3.1: Syreférbrukning och koldioxidutséndring hos en vuxen mén-
niska med vikten 70 kg[10].

14



Syrehalt

(%] Effekt

20,9 Normal syrehalt.

19 Normal undre grins for arbete (hogre ak-
tivitet).

18 Nagot forhéjd andningsfrekvens.
16 Laga slocknar.

14 Kaéansla av obehag, sviktande omdome, koor-
dinationsproblem.
12 Skador pa hjértat.

10 Medvetsloshet och dod.

Tabell 3.2: Effekter av syrehalter ligre &n normalt|I0].

Naringsamne Rg
Kolhydrater 1,0
Fetter 0,7
Proteiner 0,8-0,9

Tabell 3.3: Respirationskvot, Rq.

pa vilka néringsdmnen som oxideras. Genom att relatera méngden koldioxid
som genereras till méngden forbrukad syrgas genom kvoten

_ Veo,

R
Q Vo,

(3.1)

ar det mojligt att dra slutsatser om kroppens &mnesomséttning. R¢ kallas for
respirationskvoten. Kolhydrater oxideras genom reaktionen

C,H2,0,, + 103 — nCO3 + nHs0

dér kvoten mellan genererad koldioxid (C'O3) och forbrukad syrgas (O2) &r 1 : 1.
Fettsyror oxideras genom reaktionen

Csnt+6Hen+909 + (4,57?, + 3,75)02 — (3’fl + 6)002 + (371 + 4,5)H20

Eftersom n &r relativt stort i de flesta fettsyror kan vi férenkla kvoten koldioxid-

syrgas till
3 6 3 2
ntb _ 5 _ = (3.2)
4,5n+ 3,75 45 3

Proteiner oxideras genom reaktioner som exempelvis foljande (albumin)

CroH112N18025S + 7709 — 63C 05 + 38H50 + SO3 + 9CO(NH2)2

och Rg for albumin blir 0,818. Pa mostsvarande sétt kan kvoten berdknas &ven
fér andra proteiner och blir mellan 0,8 och 0,9.

15



Flode Massa Genomblédning

Organ [litre/min] [kg] [lmin=! kg
Lever 1,35 1,4 0,964
Njurar 100 03 3,333
Hjdrna 0,70 13 0,538
Hiirta 020 03 0,667
Fett 0,50 20,0 0,025
Muskler 1,05 20,0 0,053
Hud 025 25 0,100
Annat (bla ben) 0,45 24 0,019
Total 5,5 70,0

Tabell 3.4: Blodfléde och genomblédningskvot for vivnader (organ).

3.2 Cirkulationssystemet

Hartat bestar av fyra hjartrum, vénster och hoger formak ovanfor vianster och
hoger kammare. Hértats funktion &r att pumpa blod genom kroppens blodkérl.
Hos en vuxen ménniska i vila pumpar hjiartat med mellan 60 och 100 slag
per minut. For varje hjartslag forflyttas ungefiar 70 ml blod och sammantaget
cirkuleras omkring 5,251 min~! (4,0-8,0lmin~!). Blodets densitet &r omkring
1,060 kg 1.

Blodkérl &r rorformade strukturer i kroppen. Artérer leder syrerikt blod
fran hjartat vidare ut i kroppen. Artérerna férgrenas till arterioler som i sin tur
overgar i kapillarer. Kapilldrerna &r kroppens tunnaste blodkérl. Kapillarvaggen
bestar av endast ett lager celler och tillater darigenom diffusion mellan blodet i
kapillarer och omgivande vivnader. Kapilldrerna forenas i venoler som i sin tur
férenas i vener. Venerna transporterar syrefattigt blod tillbaka till hjartat.

Ovre och undre hélvenen ansluter till hjirtats hogra del. Fran hogerhjér-
tat pumpas blod till lungorna, genom lungkretsloppet, for att syreséttas och
atervander till hjartats vanstra del. Fran vénsterhjartat pumpas det syresatta
blodet, genom systemkretsloppet, till kroppens vévnader. Sedan atervénder
blodet via venerna till hégerhjartat och kretsloppet fortsétter.

Blod &r en vétska vars viktigaste funktion &r att transportera syre fran lun-
gorna och ut till kroppens vivnader samt att transportera koldioxid tillbaka fran
cellerna till lungorna. En genomsnittslig vuxen man har ungefér 51 blod, kvin-
nor nagot mindre. Utslaget per kilo kroppsvikt har en vuxen ménniska ungefér
77mlkg™! blod, éverviktiga eller dldre kan ha upp till 15 % mindre blodvolym
per kilo kroppsvikt.

Kvéve 16ser sig i blod. Efter métningar pa blod fran hund och oxe[§] har
konstaterats att flyktighetskonstanten K f{c( Ny AT 1567 atm I mol~! fér hundblod
och 1630 atm 1mol~! fér oxblod. Minskligt blod torde ha en flyktighetskonstant
i ndrheten av blod fran hund eller oxe.

3.3 Andning

Lungorna har till uppgift att genom andning syresitta blodet samt att avldgsna
restprodukter sasom framforallt koldioxid. Ménniskan har tva lungor, den véin-
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Figur 3.1: En alveol.

stra ar nagot mindre &n den hogra pa grund av hjartats position i brostkorgen.
Vanster lunga bestar av tva lober medan hoger bestar av tre.

Under andning passerar luft (gas) fran svalget och struphuvudet genom luft-
strupen och ut i bronkerna, en fér vardera lungan. Bronkerna delar sig till
respektive lob och sedan vidare till mindre och mindre kanaler, sk bronkioler.
Bronkiolerna delas i sin tur och slutar till sist i lungblésorna (alveolerna).

En ménsklig lunga bestar av ungefir 700 miljoner alveoler och hos en vuxen
ar alveolens diameter ungefdr 200 pm. Alveolerna &r uppbyggda av en tunn
vagg av platta celler och ett nitverk av kapilldrer mellan vilka elastiska fibrer
och collagenfibrer ger stabilitet och elasticitet till lungblasorna. Kapillarerna
tacker cirka 70 % av ytan.

Inne i alveolerna sker gasutbytet genom diffusion. Blodet som passerar
genom kapilldrerna tar upp syrgas och utsondrar klodioxid. Eftersom syrgas
har relativt lag 16slighet &r lungblasornas sammantagna (inre) yta stor, ungefir
70-80m?2. Den inre ytan ir tiickt av en surfaktant som reducerar alveolernas
ytspanning och som gor det mojligt for gas att diffundera till och fran kapillar-
erna.

3.4 Ventilation

Ventilation dr processen som transporterar syrgas fran atmosfaren in till lun-
gornas alveoler och som omvént transporterar koldioxid ut fran alveolerna till
atmosfaren. I vardagligt tal kallar vi det andning. Perfusion &r en process dér
syrgas transporteras fran alveolerna till blodet och omvént koldioxid fran blodet
ut till alveolerna.

Under en minut ventileras V' liter gas in och ut ur lungorna samtidigt som
Q@ liter blod passerar genom lungornas blodkérl. Ventilation-perfusionskvoten
blir d& V/Q. Kvoten V/Q uttrycker balansen mellan ventilation och perfu-
sion. Under normala férhallanden transporteras ungefir 41 gas per minut in
till respektive ut fran lungorna samtidigt som ungefér 51 blod passerar genom
lungornas blodkérl. Detta innebér att ett normalt virde for V/Q &ar omkring
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Gas Symbol mmHg kPa
Venos syrgas Py O2 33 4,5
Venos koldioxid P, COsq 39-50 5,3-6,6
Alveolér syrgas paOq ~ 100 ~ 13,3
Alveolér koldioxid  paCO4 40 5,33
Artériell syrgas PaO2 80-100 10,7-13,3
Artériell koldioxid  p,CO> 35-38 4,6-5,0

Tabell 3.5: Normala blodgasnivaer.

0,8. Vid sadan balans &r blodgasernas viirden normala enligt tabell 3.5

3.5 Gasutbyte

Under normala férhéllanden ventileras luft in och ut ur lungorna. Luften &r
sammansatt av ett flertal gaser, se tabell 2.1}

Gasutbyte sker genom diffusion nér blodet passerar genom kapilldrer i alve-
olerna. For att gas skall kunna diffundera genom ett membran, fran alveolerna
till kapillarerna méaste gasen forst 16sas i vétskan. Det dr en av anledningarna
till att alveolerna ar téckta av surfaktant.

Syrefattigt (venost) blod fran lungartiren leds via kapilldrerna 6ver alveol-
erna. Alveolens viaggar och kapillarviggarna &r mycket tunna, bara omkring 2
cellager tjocka. Avstandet da kapillaren &r tillrackligt néra alveolens innerviagg
dr bara omkring 1 mm och blodet passerar den strickan pa ungefir 0,75 s[11].
Den korta och snabba passagen &r dock tillrdacklig for att blodet och hemoglobi-
net i blodet ska hinna méttas med syre samt for i blodet 16st koldioxid att
diffundera ut i alveolerna.
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Kapitel 4

Modell

Gaser l6ser sig i vitskor, dessutom lGser sig mer av en gas i en vitska om
gasens partialtryck héjs. Det omvénda géller ocksé, en i vitska 16st gas gar ur
16sningen om gasens partialtryck sinks sa att den dynamiska jamvikten rubbas.
Den ménskliga kroppen bestar ungefar till 60 % av vatten. Under forhojt tryck,
exempelvis vid dykning, méste det vara s att en del av den omgivande gasen
16ses i kroppen. Vad hénder nér trycket atergar till normala nider?

4.1 Inertgas i blod

Vid havsnivan dr normalt lufttrycket 1 atm, alltsa 1013 mbar. Luften innehaller
78 % kvivgas. Kvivgasens loslighet i blod (tabell vid 38°C och 1atm &r
1600 atm 1mol~! och kvivgasens molmassa dr 28,014gmol~! (se tabell .
Av Henrys lag (ekvation i sektion fas da att en liter blod vanligen

innehaller ungefar

My, fn, PV
Kirin,)

~28,014gmol ™" - 0,78 % - latm - 11

N 1600 atm I mol !

mpy, = 13,60 mg (4.1)

myn, = MN2nN2 = MNZCNQV =

mN2

13,65 mg 16st kviavgas. Henrys lag ger ocksa att méngden 16st kvévgas i blodet ar
direkt proportionellt mot kvivgasens partialtryck. Sa, en dykare pa tio meters
djup upplever ett omgivande tryck om tva atmosfarer (eller ungefir 2 bar) och
kvévgasens partialtryck dr fordubblat. Stannar dykaren tillrdckligt ldnge pa
djupet kan det tdnkas att blodet via gasutbytet i lungorna kommer att méttas
med kvivgas sa att en liter av dykarens blod istéllet innehaller 27,31 mg kvivgas,
alltsa 13,65 mg mer &n pa ytan.

Densiteten hos kviivgas dr 1,251 g1~ vid 0°C och 1 atm. Allmiinna gaslagen
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(2.1) ger att volymen féréandras med temperaturen enligt

pVi _ nRTy
pVo  nRTy
W_ 1o
Vo To
T
Vi = Vyh— 4.2
L= Vog (42)

vilket innebér att om 1,251 g kvévgas vid 0°C och 1 atm har volymen 11 sa har
samma méngd kvivgas volymen

311,15 K

i=1lom K

=1,1391 (4.3)

1,1391 vid temperaturen 38 °C och 1atm. Déarmed &r kvivgasens densitet vid
38°C och 1atm alltsa

1,251 g1t =1,098¢g1 " (4.4)

1,1391

1,098 g1=! och dykarens extra 13,65 mg kviivgas motsvarar vid ytan en volym
av

13,65 mg
1,098 g1t
12,43 ml vid 38 °C och 1 atm.
Om en dykare som viger 70 kg enbart bestod av vadvnader med samma kvév-

gaslosande egenskaper som blod skulle denne alltsd pa djupet dra pa sig 16st
kvave som motsvarar

=12,43ml (4.5)

13,65 mg 70kg
1,098g1~! 1,060kgl™*

=821,0ml (4.6)

0,821 vid ytan (1 atm och 38 °C) for varje bars tryck (var 10m djup), givet att
dykaren stannar tillrdckligt lange for att blod och vavnader skall hinna méttas
med kvavgas.

Med en blodméingd om ungefir 5,51 och en flédeshastighet om ungefér
5,251min~"! tar det alltsd lite mer #n en minut for hjirtat att fullstdndigt
omsétta blodet i cirkulationen. Givet ovanstaende antagande, att dykaren &r
homogen och bestar av vivnader med samma kvivgaslosande egenskaper som
blod, samt att dykaren ar fullstdndigt genomblédd, skulle denne alltsa tdmligen
omgaende bli méttad av kvivgas.

Nu bestar ju kroppen av manga olika vavnader och substanser. Weathersby
och Homer[14] har studerat gasers loslighet i olika substanser och vivnader i
kroppen. I tabell aterfinns nagra av datapunkterna for kviavgas. Hjarn-
vavnad l6ser mindre kvive &n blod medan benmérg och fett klarar av att 16sa
mycket mer kviave &n blod. Den enkla uppskattningen av méngden kvéve 16st
i blod under ho6jt tryck tar inte hansyn till att blodet, som tagit upp kvave
fran alveolerna genom diffusion, cirkulerar i blodkédrlen. Under passagen genom
kapilldrerna avger blodet kvivgas till kroppens olika vivnader. En battre modell
behovs.
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Substans Loslighet, L ~ Index

Hjarna 0,011 0,738
Plasma 0,0137 0,919
Vatten 0,0144 0,966
Blod 0,0149 1,000
Benmaérg 0,051 3,423
Olja (fett) 0,0730 4,899

Tabell 4.1: Kvéves loslighet i olika substanser i kroppen vid 37 °C ut-
tryckt i Ostwaldkoeflicienten, L (fr&n Weathersby and Homer, [14]).
Ostwaldkoefficienten definieras som den volym gas som loser sig i en
volymenhet av substansen vid 1atm och 37°C.

4.2 Kvavebalans

Schreiner presenterar i [13] en modell av kviivebalansen i en vivnad. Betrakta
den schematiska illustrationen i figur [{.1] Vendst blod passerar kapilldrerna i
lungans alveoler och tar genom diffusion upp syre samt avger koldioxid. Sam-
tidigt 16ses dven kvéve i blodet. Dérefter passerar blodet en vivnad och avger
genom diffusion syre och kvive samt tar upp koldioxid. Blodet atervénder
dérefter till lungan och kretsloppet upprepas.

Antag att kviivets partialtryck i lungan (alveolerna) dr ps och att kvivets
tension i vivnaden ar p;. Blod flodar genom lungan och genom vévnaden med
hastigheten d@/dt. Viavnadens volym &r V;. Kvivgasens loslighetskonstant i
blod &r K%, och motsvarande for vivnaden &r K7,.

Nér blod passerar lungan 16ser sig kvéve i blodet och transporteras till vév-
naden med hastigheten

dng, dQ
= —ps K 4.7
at — agPATH (4.7)
Pa motsvarande sétt transporteras kvive ut ur vivnaden med hastigheten
dn, dQ

TR L (4.8)

I vivnaden ges méngden 16st kvive av

ny = Vip Ki© (4.9)
och féréandringen av méngden 16st kvéve Gver tid ar da
ey e pepe (4.10)

dt g T H

Men hastigheten med vilken méngden kvéve 16st i véivnaden fordndras &r lika
med skillnaden mellan méngden kvéve som transporteras till vivnaden och
méngden kvive som transporteras fran vivnaden, alltsa

dny  dng  dn,

dt - dt dt
Genom att sitta in ekvationerna (4.7)), samt (4.10)) i ekvation (4.11]) fas

dpy aQ aQ
Pt pepe _ W2 e 0%
Vigy Kine = gy Pal, = 5P

(4.11)

Ko (4.12)

21



gas

lunga
et
3 =] Ha o
SHIIE H|IE5
Nty Pty ‘/t

vavnad
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som skrivs om till

dp _ 1 Ky, dQ
dt — Vy K¥, dt

och genom att inféra konstanten k som

(pa —pt) (4.13)

1 K, dQ
= — — 4.14
Vi Ky, dt ( )
blir resultatet J
Dt
7; =k (pa—pr) (4.15)

vilket innebér att forédndringen i kvévets tension i vivnaden &r proportionell
mot skillnaden mellan kvéavets partialtryck i alveolerna och kvévets tension i
vavnaden. Uttryckt annorlunda ar hastigheten med vilken méngden kvave i
vavnaden Okar eller minskar proportionell mot skillnaden mellan kvavets par-
tialtryck i lungorna och méngden redan 16st kvéve i vivnaden. Ekvation
beskriver transporten av kvéve till och fran en vévnad och ar grundliggande for
det fortsatta resonemanget.

Ekvation utgor ett centralt och grundlaggande antagande i alla sk perfu-
sionsbegransade modeller. Antagandet ar att det ar perfusion (genomblédning,
blodgenomstrémning) som begrinsar propagationen av kvéive i kroppens vév-
nader och inte hastigheten med vilken kvédve diffunderar till och i vivnaderna.
Skulle kvéivets distribution i vivnaderna vara begrdnsad av diffusion blir den
enkla ekvation mer komplicerad.
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4.3 LoOsning

Transportekvationen, ekvation (4.15]) &r en linjdr, homogen differentialekvation.
Transportekvationen kan 16sas med hjélp av integrerande faktor (se[A.9). Skriv

om transportekvationen till

dpy

Pty =k

at + Kkpe = kpa
Bestam den integrerande faktorn m(t) sddan att

m(t) = el 9t

dér g(t) ges av
g(t) =k

Den integrerande faktorn m(t) ges da som

m(t) — efg(t)dt — ef kdt

— kt+C _ O Rt
= Ce
och nu kan 16sningen till skrivas enligt , vilket ger
1 t
plt) = o [ mkpa(tdn+ Cy
inséittning av m(t) = Ce* ger

1 "kt
pe(t) = Tt (/0 Ce™kpa(t)dt + Co)

och efter férenkling fas p;(¢) som

t
p(t) = ke‘kt/ eFtpa(t)dt + e_kt%
0

Partiell integration (se|A.5|) ger

t

Kt t _kt
_ 5 —kt € _ e —kt@
pe(t) = ke ([k pA(t)} ) /0 - pA(t)dt> +e C

= ke M e (t)fl (0)7l t Rl (t)dt ) +
= kpA kPA ks € Pa

t
=pa(t) — eiktpA(O) - efkt/ ektp;l(t)dt —|—efkt%
0

I,

23

wCo
C

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Upprepad partiell integration av integralen Iy i (4.23]) ger

kt ¢ Kt kt ekt / ! b ekt 1"
e / oyt = e [ Spa ()| — / ()t
0 k 0 0 k

— e—kt (ektp/ (t) _ lp/ (0) _ l /t ektp// (t)dt)
E A EhA k Jo A
1 e—kt e—k:t t

_ _ / _ kt, 1
= Pl = o 0) = S [Mmioa (120

Genom att infora (4.24]) 1 (4.23) fas uttrycket for p.(t) som

pu(t) = palt) — e Mpa(0) = 124 (1)
—kt —kt

t
C
FEhO+ G [ MR (1.25)
0

I

Om p4(t) ar en linjir funktion av typen vt + d saknar p4(t) andraderivata, dvs
p/i(t) = 0 for alla ¢ och integralen I i i ekvation blir noll. T annat fall
(om p4(t) har fler nollskilda derivator) kan utvecklingen av integralen fortséttas.
Efter omskrivning fas

1 C
e—ktio

pe(t) = palt) = e M'pa(0) = - (Pa(t) — eM'P4(0)) + (4.26)
eller ) o )
p(0) =) = a0+ (T -pa) 4 ph) @)

Begynnelsevirdet bestdms genom antagandet att p;(0) = po. Vid ¢ = 0 géller
da

p(0) = pa(0) = a(0)+ e (2 = pa(0) + 12a))
Pr(0) = pa(0) = pa(0) — 17a(0) + 1ra(0) + 2
no)=2 (4.28)

och eftersom p;(0) = po méaste alltsa % vara lika med pg. Slutligen blir 16sningen
till transportekvationen (4.15)) enligt foljande

()= +pal) = a0 e (pa0) - hO)  @29)
T T: T:

Den férsta termen (77) i ekvationen representerar det exponentiellt avk-
lingande initialvirdet av vévnadens kvivetension. Andra termen (7:) repre-
senterar kvavgasens alveoldra partialtryck. Vavnadens kvévetension kommer
over tid att ndrma sig detta virde. Den tredje termen (73) representerar en
exponentiellt avklingande paverkan fran initialvirdet av kvévgasens alveoldra
partialtryck.
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4.4 Halveringstid

I 16sningen till transportekvationen (4.29) férekommer den en smula besvérliga
konstanten k som tidigare (4.14) bestamts till

_ 1 KjdQ
ViKY, dt

(4.30)

k beror av vidvnadens volym, V;, blodgenomstromningen, d@/dt och kvoten
mellan kvévets 16slighet i blod och kvévets 16slighet i vivnaden, K%, /KY,.
Konstanten dr med all sannolikhet svar att berdkna analytiskt.

For den enkla exponentialfunktionen

y(t) = Ce ™kt (4.31)
géller att
lim Ce % = 0 (4.32)
t—o0

for alla £ > 0. Detta innebér att vi inte kan bestdmma tidpunkten ¢, dér
y(t.) = 0. Men lyckligtvis ar det mojligt att bestdmma, exempelvis tidpunkten
Ty)o dér y(Ti/2) = y(0)/2, alltsa vid vilken tidpunkt begynnelsevirdet y(0)
har halverats. Denna tidpunkt kallas halveringstid. 1 figur ser vi att vid
tidpunkten 77 /5 har vérdet av p;(t) minskat fran po till hélften, dvs po/2. Efter
ytterligare en tidsperiod 7}/, har p;(t) halverats en gang till.

Halveringstiden 7' /5 kan enkelt beriknas genom

y(0) _C
T = — = —
y( 1/2) 9 9
y(Tiyp) = Ce M2
C
5 = Ce M
kT2 =9
kT1/2 =1In2
In2

Det ér ténkbart att halveringstiden T/, dr enklare att bestémma &n konstan-
ten k. Om det &r mojligt att méata hur lang tid det tar fér kvavehalten p; i
transportekvationens tdnkta vivnad att halveras s dr viavnadens halveringstid
Ty /3 bestdmd, och dérmed slipper man berdkna konstanten k& som istéllet ges

av
_ In2

e 22
T2

(4.34)

4.5 Uppskattning av konstanten

Kviivgas 1oser sig ungefir 4,9 génger béttre i fett &n i blod (tabell . En
normal vuxen person bestér av ungefar 20-30% fett och ungefar 7-8 % blod.
Genom att gora antagandet att de resterande omkring 67 % av kroppens vév-
nader har samma kvévgaslésande egenskaper som vatten berdknas den totala
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Figur 4.2: Halveringstiden T /5.

Véavnadstyp Andel No-index No-faktor

Blod 0,08 1,0 0,080
Fett 0,25 4,9 1,225
Annat 0,67 1,0 0,670
Total 1,00 1,975

Tabell 4.2: Kviaveméngd ndr kroppen &r fullt méttad uttryckt relativt
kvévets 16slighet i vatten/blod.

26



méngd kvive som potentiellt kan 16sas i kroppen jamfort med samma méngd
vatten. Resultatet (se tabell blir att kroppen kan 16sa 1,975 ganger sa
mycket kvive som samma méngd vatten (blod). Det d&r nu mojligt att relat-
era blodets kvivelosande och -transporterande egenskap med kvévets tension i
vavnaderna.

En dykare blir plotsligt forpassad till djupet (dvs utsatt for hogre tryck).
Kvévets partialtryck i alveolerna blir d& hogre &n motsvarande tension i viv-
naderna. Nér blod passerar kapillarerna i alveolerna blir det néstan omedel-
bart fullstindigt méittat med kvive. Antag att alla vivnader i kroppen &r helt
genomblddda Det kvéive som tagits upp av blodet i lungornas alveoler trans-
porteras via blodkérlen till vdvnaderna. Déar utjamnas kvavet i blodet omedel-
bart med kvivet i vAvnaderna (analogt med utjdmningen i passagen genom
alveolerna).

Vid varje fullstdndig omséattning av blodet i cirkulationssystemet kommer
en méngd kvive motsvarande blodets andel av hela kroppens féormaga att 16sa
kvéive att utjimnas vivnaderna. Alltsa, 1,975/0,080 eller cirka 1/25 (24,7) av
skillnaden i kvévets partialtryck i alveolerna och kvéivets tension i vavnaderna
utjimnas i varje omséattning av blodet.

Vid tidpunkten for tryckhdjningen &r kvivetensionen i vivnaderna pg. Ség,
for detta resonemang, att pg = 0. Efter en fullstdndig omséttning av blodet
ar kvivetensionen nu p; = fP4 dir P4 dr kvivgasens (forhojda) alveolira par-
tialtryck, orsakat av hojningen av det omgivande trycket och f = 1/25. Efter
nésta omséttning ar kvivetensionen ps = p1 + f(Pa — p1). Alltsd py blir den
redan losta méngden kvive (p1) plus méngden kvive som transporteras in till
viavnaderna i en ny blodomséttning, dvs 1/25-del (f) av skillnaden mellan kvév-
gasens alveolédra partialtryck och vad som redan finns 16st i vivnaderna (P4 —p1)
och s vidare. Till slut géller forhallandet

Pn = Pn-1+ f (PA - pn—l) (435)

Later man tiden ga s& kommer kvivetensionen p,, till slut att stabiliseras
vid ett virde, p*. I det stabila tillstandet ar alltsa p,, ar lika med p,,_;. S&tt in

p* = pn = pn—1 1 ekvation (4.35]) och 16s ut p*

P =p"+ f(Pa—p")
P —=p + fp"=fPa
fp* = fPa
p*=Pa (4.36)

Darmed ges att kvivetensionen kommer att stabiliseras vid vardet Pa, vilket &r
intuitivt sjalvklart. Vidare, 1at x,, = p, — p*, dvs p, = z,, + P4 och sitt in x,
i ekvation (4.35) for att f& den omformade ekvationen som
$n+PA:$n71+PA+f(PA_$n71_PA)
Ty = Tp—1 — fxnfl

Tn=1—= fle,—1 (4.37)

27



Los (4.37) genom att ansétta x, = CA™ som l6sning, vilket ger

T, = CA\"

Tn = (1 - f)xnfl

CA" = (1—-fioan!

A=(1-f) (4.38)
och 16sningen till (4.37)) blir

x, =C(1 - f)" (4.39)
men x, = p, — Pa si (4.39) blir

pn—Pa=C(1—f)"
Pn=Pa+C(1—f)" (4.40)

och eftersom pg = 0 fas C som

po=Pa+C(1—f)°

0=Pys+C
C=—-Py (4.41)
Slutligen blir 16sningen
Pn=Pa—Pa(1-f)" (4.42)
eller
Po = Pa(l— (1= [)") (4.43)

Nu kan halveringstiden beridknas genom att sitta in p, = p*/2 eller alltsi
prn = Pa/2 1 ekvationen for 1osningen (4.43)) for att f& n som

o pya- -
s=1-0-fy
(- =5
1
nln(l — f) = ln§
In2
n= o h (4.44)

Resonemanget ovan gav att f ar ungefir 1/25 vilket betyder att halveringstiden
(réknat i antal omséttningar av blodet) blir
In2 In2

n=— = 16,98 (4.45)
In(1 — 2—15) In %

Det tar ungefir en minut for hjirtat att fullstindigt omsétta blodet (se
vilket innebér att
Ty/2 =n - 1min = 16,98 min (4.46)

och med hjilp av ekvationen (4.34) ges uppskattningen av konstanten k som

_In2 0693147

k= -
Ty /s 16,98

= 40,82 x 10 min~! (4.47)
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4.6 Kvavgasens partialtryck i alveolerna

Under andningen inspireras en gasblandning, normalt sett luft, men i denna
framstéllning anvinds en luftliknande blandning (X) av 78,1 % kvivgas (inert-
gas) och 20,9 % syrgas. Mangden koldioxid i vanlig luft (0,04 %) ar i samman-
hanget férsumbar och antas vara obefintlig.

P& viagen via munhéla, nésa, svalg, luftstrupe, bronker, och bronkioler till
alveolerna befuktas luften och méttas med vattenadnga vid en temperatur av
37°C. Déarmed kommer vatten i gasform att bli en del av gasblandningen i
alveolerna.

Det omgivande trycket ar P,,,;. Eftersom luftvigarna dr 6ppna ar trycket
i alveolen ungefir detsamma som det omgivande trycket, dvs P4 = Pymp. |
samband med att blodet passerar genom alveolens kapillarer avges koldioxid
och syrgas tas upp, det innebér att gasblandningen i alveolen blir rikare pa
koldioxid och fattigare pa syrgas &n den inspirerade gasblandningen. Daltons
lag ger att det totala trycket i alveolen &r summan av gasblandningens
partialtryck

n
Py = sz = px +Ppco, — Po, +PH,0 (448)
i=1
Dar px representerar partialtrycket som utévas av den inspirerade gasblandnin-
gen. Observera att méngden syrgas i px reduceras.
v

Om gasvolymen i alveolen antas vara V4 och eftersom f; = v samt p; =
o
fiPiotr kan vi skriva

P
Vo, = fo,Va = pco, 7A (4.49)
A
P
Veo, = fco,Va = Pcozvfj (4.50)

och med hjélp av respirationskvoten Rg kan po, uttryckas som

Voo,  pco, VaPa

R — -
¢ Vo, PO, PaVa
DCo,
= =22 4.51
Po: = T (4.51)
och summan pco, — po, blir da
Pco, 1 1-— RQ
_ - 1— — | = I— 4.52
pcoy = Tp = = pcoy ( R@) peo: — g (4.52)
Nu kan ekvationen (4.48)) skrivas som
Ro —1
Pa = px + pr,0 + Pco, —2 (4.53)

Rq

och eftersom trycket i alveolen &r lika med det omgivande trycket kan partial-
trycket hos den inspirerade gasblandningen px 16sas ut som

Ro—1
px = Pamb — PH,0 — pcoz% (4.54)
Q
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Kvévets partialtryck fas sedan som

Rg—1
Pxn, = I (Pamb — PH,0 —PCO, %Q > (4.55)

For att berdkna kvivets partialtryck i alveolen sétter vi in vérden i ekvationen

(4.55) enligt foljande
fr, = 0,781
pH,0 = 6,19kPa
pco, = 9,33 kPa
Ry =108

Koldioxidens partialtryck pco, har vi fran tabell 3.5 i avsnitt [3.4] vattnets
angtryck pm,o vid 37°C ges av Antoines ekvation (2.4) eller ur tabell i

avsnitt 2.6l Resultatet blir

08—1
pxy, = 0,781 (Pamb ~6,19KkPa — 5,33kPa~ )

)

= 0,781 P, mp — 3,79kPa (4.56)
eller fér godtycklig kviivehalt
pXN2 = f (Pamb - 4786 kPa) (457)

Vid havsytan dr det omgivande trycket ungefiar 1atm, vilket alltsa motsvarar
101,3kPa. Kvévets partialtryck vid havsnivan ar da 79,1 kPa och kvévets par-
tialtryck i en alveol ar 75,3 kPa, en skillnad p& ungefar 4,8 %. Ju hogre det om-
givande trycket ir (ju djupare dykaren befinner sig) desto mindre paverkar vat-
tnets angtryck och respirationen kvévets partialtryck i alveolen. Det omvénda
géller naturligtvis ocksa, alltsd ju ldgre det omgivande trycket ar (hogre hojd)
desto storre inverkan har vattenédnga och respiration pa kvévets partialtryck.

4.7 Vavnadstension
Vi har nu 16sningen till transportekvationen i ekvation (4.29)), en uppskattning

av konstanten k (4.47) och en formel for berdkning av kvévets alveoléra partial-
tryck pa = pxy, (4.57) och kan studera resultatet

_ 1 _ 1
p() = ¢ Mpo £ palt) = Pa(0) e (pA<o> - kp'A<o>) (4.58)
k = 40,82 x 10~ min~* (4.59)
pa = f (Pamp — 4,86 kPa) (4.60)

En dykare som, efter ett tillrdckligt 1langt ytintervall, har utjamnat den i
kroppen 16sta kvivgasen till en vid vattenytan normal niva (lufttryck 1atm)
befinner sig plotsligt pa ett djup av 30m. Det omgivande trycket P, fas ur

ekvation (/1.6 och blir
Pomp = 1,01325 4 0,098 063 - 30m = 395,5 kPa (4.61)
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pa = 305,1kPa |
PA—Po _ _

2
po = 79,13 kPa |

Figur 4.3: Dykare omedelbart trycksatt till ett djup av 30m, halver-
ingstid T} /2 = 16,98 min, 77} /2 ~ 119 min.

Dykaren andas komprimerad luft med en kvivehalt av 78,1 %. Vi har allts&
po = 0,781 - 1atm — 3,79 kPa = 75,34 kPa
pa = 0,781 P,p — 3,79 kPa = 305,1 kPa
Pa=0
k = 40,82 x 1073 min~*
och p; blir
pe(t) = 75’346—40,82 x 1073t +305,1 —0— (305,1 — 0)6—40,82 x 1073.¢
pu(t) = 305,1 — 2298 - ¢~40:82 x 1072 (4.62)

Vévnadstensionen p(t) illustreras i figur Dykarens vavnader kommer att
vara i princip méttade med kvévgas efter en tidsperiod péa djupet 30 m om unge-
far sju halvtider, eller cirka 119 min. Om nu den med kvéve méttade dykaren
omedelbart transporteras upp till ytan kommer aterigen den i vivnadernas l6sta
kvévgasen att utjimnas, men nu at andra hallet. Alltsa, den i vivnaderna losta
kvévgasen avges, via lungorna, och vivnadernas kvivgashalt atergar till den
normala, se figur [£.4]

Denna modell beskriver pa ett troviardigt satt hur kvéve gar in i och hur kvave
gar ut ur en vivnad. En stor nackdel med modellen &r att den blott beskriver en
enda genomsnittsvivnad. Eftersom kroppen bestar av en méngd olika vivnad-
styper kommer modellen att underskatta mangden 16st kvéve i vissa vdvnader
(exempelvis fett) medan den kommer att Gverskatta mingden 16st kvéve i an-
dra. Overskattningen #r kanske inte nagot stort problem men underskattningen
kommer att visa sig vara det.

4.8 Vavnadstyper
I avsnitt [4.5] gjordes antagandet att de kvivgaslosande egenskaperna i kroppen

kan uppskattas med hjilp av en genomsnittsvivnad. I avsnittet [£.2] fanns ekva-
tionen for konstanten k (4.14)) vara beroende av kvoten mellan kvévets 16slighet
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p(t) [kPa)

A
po=3051kPad -~
B l
pa=T7534kPaf--- 1T :

> ¢ [min]

T /9 T2

Figur 4.4: Dykare omedelbart upptagen fran ett djup av 30m, halver-
ingstid T} /2 = 16,98 min, 77} /2 ~ 119 min.

i blodet och kvéavets 16slighet i vdvnaden i fraga samt ocksa beroende av kvoten
mellan blodflédet genom vivnaden och vavnadens volym.

Genomsnittsvivnaden i avsnitt antogs vara en representativ blandning
av vatten och fett och har da relativt blod (vatten) kvivgaslosande egenskaper
enligt

B — KpHC'U
B aKI’iICf—i_(l_a)Kgcv
1
= - (4.63)
1+a (7 1)

dér o representerar andelen fettviivnad och kvoten K7/ 7 /K%, ar kvoten mellan
fettets och vattnets kapacitet att 16sa kvivgas. Andelen fetter i kroppens olika
vivnader varierar. Darfor blir slutsatsen att modellen maste ta hénsyn till alla
(tillrackligt manga) olika vivnadstyper och dess kvivgaslosande formagor.

En forutsattning i det ovanstaende resonemanget var att vivnaden var full-
stindigt genomblddd, alltsd att kvivgasen som transporteras med blodet vid
passage omedelbart och fullstdndigt 16ses i vAvnaden och att vévnaden alltsi
standigt ar i balans med blodets kvéivehalt. Men det &ar helt sdkert sa att alla
vivnader inte &r till samma grad genomblédda. Undantaget lungorna &r hjirnan
och levern mest genomblédda medan fettvivnaderna dr minst. Detta innebér
att transporten av kvéve via blodet ér effektivast (snabbast) till hjarna och lever,
medan det tar lingre tid att transportera kvéve via blodet for att métta fettvav-
naderna med kvive. Lat kvoten mellan blodfldde dQ;/dt och vavnadsvolym V;
vara perfusionskvoten, Ry = Q}/Vy, for vivnaden t. D4 kan konstanten k; skrivas
som

Ry
K,

och chf/Kf{cU —1ar ungeférﬂ 4,1 (se tabell . Ur férhallandet k& = In2/T7 /5

ktZBt'Rt:

(4.64)

1 T tabell uttrycks kvavgasens 16slighet i Ostwaldkoefficienten, L, medan K%Cz hanfor
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R
o 050 0,10 0,050 0,010
1,00 7,0 354 70,7 3535
0,67 52 259 518 2588
0,33 3,3 164 328 1640
0,00 14 69 139 693

Tabell 4.3: Halveringstider fér sexton olika vdvnader.

(ekvation [4.34) far vi sedan halveringstiden som

In2(1+4,1o)

i (4.65)

Ty =

Genom att variera oy och R; dr det mojligt att erhalla en konstant k; (och
ddrmed halveringstiden) for den minst kvivgaslosande och minst genomblédda
vavnaden, liksom for den vivnad som loser mest kvivgas och som &r mest
genomblddd och dartill for alla olika vivnadstyper med egenskaper déremellan.

I tabell [3:4]1 avsnitt [3.2) ser vi att vérdet f6r genomblddningskvoten fér mén-
niskans viivnader varierar fran ungefir 0,019 1min~"! f6r ben och &vriga vivnader
upp till hela 3,331min~"' fér njurarna. Organ som njurarna, med mycket hog
genomblédning kommer att ge upphov till s& korta halveringstider att de i det
hér sammanhanget ar betydelselosa. Istéllet véljes representativa genombléd-
ningskvoter mellan 0,5 och 0,05 Imin~!. Analogt viljes fetthalten jamt fordelat
i intervallet fran 0 % till 100 % och bor da innefatta alla tdnkbara vavnadstyper.
Resultatet av berdikningen av halveringstiderna for de sexton olika vivnaderna
aterfinns i tabell och ligger mellan 1,4 min och néstan 7 timmar.

Parametrarna R; och a; i tabell valdes ndrmast godtyckligt. Resultatet
blev att nagra av vardena i tabellen ligger néra varandra, exempelvis 6,9 och 7,1
samt 32,8 och 35,4. Dessa fyra halvtider kommer var for sig inte att bidra med
nagon betydelsefull extra information och ett virde ur varje par kan forkastas.

Om en dykare hastigt forpassas till djupet och stannar dar en tidsperiod sa
kommer alltsd de ovan harledda sexton vavnadstypenra alla méttas med kvave
i olika takt. Nér dykaren sedan (hastigt) tas upp fran djupet kommer de sexton
vivnaderna att avsondra kviive, med sina respektive hastigheter. I figur [1.5] ser
vi kvévetensionen i de sexton olika vavnadstyperna hos en dykare som befunnit
sig pa ett djup av 30 m under 60 min. Den snabbaste vivnaden (den med kortast
halveringstid) méttas inom tio minuter och utséndrar kvéve lika snabbt efter
uppstigningen. Den langsammaste ddremot har bara méttats till en brakdel av
sin kapacitet och utjimningen sker d&ven den langsamt.

I figur [L.5] 4r det tydligt att de snabbaste viivnadernas 16sta kvéve jamnas ut
inom en kort tidsperiod varefter viivnaderna med medellanga halveringstider tar
langre tid pa sig att jimnas ut. De langsamma vivnaderna (med lang halver-
ingstid) har inte hunnit ta upp stora mangder kviive men utjimnas naturligtvis
langsammast under ytintervallet. Den vivnad som vid en tidpunkt har hogst
halt av kvéve kallas ledande.

sig till Henrys flyktighetskonstant. Eftersom det &r kvoten mellan flyktigheten hos fett och
flyktigheten hos vatten som &r intressant har det ingen egentlig betydelse om vi anvinder
Ostwaldkoefficient eller Henrys flyktighetskonstant.
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60
Figur 4.5: Kvivgastension i alla sexton vavnadstyper hos en dykare

omedelbart trycksatt till ett djup av 30 m i 60 min och sedan omedelbart
upptagen till ytan.

> ¢ [min]

Figur 4.6: Kvivgastensioner i tre vivnader, med halvtiderna 2min,
20min och 200min hos en dykare som tillbringat 20 min pa ett djup
av 30m. Upp- och nedstigningshastigheterna var 9mmin~'. Streckad
linje visar kvévgasens alveoldra partialtryck, de tva tunna linjerna den
snabba och den langsamma vévnadens tension. Den tjocka linjen visar
den medelsnabba viavnadens kvévetension.
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I figur [4.6) illustreras kvévgasens tension i tre olika vivnader hos en dykare
som tillbringat 20 min pa ett djup av 30m. Dykarens upp- och nedstigning-
shastighet var 9mmin~!. En av vivnaderna har en halveringstid om 2min
och ar alltsd mycket snabb. Det &r tydligt i figuren att denna snabba vavnad
ganska kort efter uppstigningen &ar nistan helt utjaimnad. Utjamningen hinner
dessutom pabdrjas under uppstigningen. En av vivnaderna ar langsam, med en
halveringstid pa 200 min. Under tidsperioden pa botten hinner den langsamma
vavnaden endast ta upp en brakdel av den totala kvivgaslésande kapaciteten.
Efter uppstigningen fortgar denna viévnads utjimning mycket langsamt. Vav-
naden med en halveringstid av 20 min hinner ta upp en avsevird méngd kvive
och blir en kort stund efter uppstigningen ledande.

Slutsatsen blir att kviivgastensionen i den snabba vivnaden efter uppstigning
till stor del kontrolleras av uppstigningshastigheten. Endast efter mycket langa
perioder pa djup kommer kvivgastensionen i den langsamma vavnaden bli till-
rackligt stor for att vara begréansande. Det &r dock sa att vid upprepad dykning
utan mycket langa ytintervall kommer tensionen i den langsamma vévnaden att
gradvis 6ka och s sméningom (efter tillréickligt manga perioder pa djup) att
bli betydelsefull. Eftersom de medelsnabba vévnaderna hastigt blir ledande &r
det ocksa framforallt de som sétter begransningar i dyktid och djup.
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Kapitel 5
Begransningar

Vid stor eller hastig trycksdnkning finns risk for skador. Né&r det totala omgi-
vande (hydrostatiska) trycket sdnks under en viss grins gar kvivgas ur l6sning
och bildar bubblor som under vissa betingelser kan véxa och skada viavnader i
kroppen. Detta kallas tryckfallssjuka.

I foregdende avsnitt beskrevs hur kvivgas tas upp av kroppen och &ven
hur kvivgasen utjamnas. Vid dykning eller andra aktiviteter under tryck tas
kvévgas upp i kroppens vivnader. Det dr onskvart att hitta ett sdkert sitt att
atervinda fran djupet till ytan med godtyckligt liten (eller stor) risk for skador.

5.1 Tryckfallssjuka

En dykare som befunnit sig pa botten tillrackligt ldnge for att kvivgas skall
ha hunnit 16sa sig i vavnader i en icke obetydlig méngd loper risk att efter up-
pstigning fa tryckfallssjuka. Tryckfallssjuka, som &ven kallas dykarsjuka eller
kassunsjuka, orsakas av att kvivgas som l6sts i vivnader under forhojt tryck
efter trycksdnkning atergar till gasform. Né&r trycket sdnks blir vAdvnader i krop-
pen overmittade (sektion . Om kvivgas hastigt tillats aterga till gasform
bildas bubblor i de éverméttade vivnaderna. Bubblorna orsakar skador pa viv-
nader i kroppen. Den vanligaste typen av tryckfallssjuka &r muskuloskeletal
tryckfallssjuka med smértor i leder som armbégar, axlar, hofter, handleder och

Andel
Symptom (%]
Ledsmérta 89
Symptom i armen 70
Symptom i benen 30
Yrsel 5,3
Forlamning 2,3
Andnod 1,6
Trotthet 1,3
Medvetsloshet 0,5

Tabell 5.1: Frekvens av symptom pa tryckfallssjuka.
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Typ (bubblornas lige)  Symptom

Muskuloskeletal Lokal smérta, fran mild till brutal. Ibland

(armbége, axel, hoft, molande viark men séllan skarp smérta. Rorelse

handled, kn&, ankel) ger mer smérta. Smértan kan ibland reduceras
genom att boja leden och hitta komfortablare
position.

Kutan (hud) Klada, vanligen runt 6ron, ansikte, nacke,

armar och 6vre bal. Kénsla av sma insekter
som ror sig over huden (myrkrypningar,
dykarloppor). Flickig, marmorerad hud,
vanligen omkring axlar, 6vre brést och buk.
Svullnader i huden tillsammans med sma
arrliknande gropar.

Neurologisk (hjdrna) Kénselfordandringar, stickningar, domningar,
okad kénslighet. Forvirring eller minnesforlust.
Synstorningar. Humorsvangningar eller
beteendeférandringar. Kramper,
medvetsloshet.

Neurologisk (ryggmérg) Tilltagande svaghet eller forlamning i benen.
Inkontinens. Tryckande kénsla 6ver brost
och/eller buk.

Konstitutionell (hela Huvudvark. Oférklarlig trotthet.

kroppen) Sjukdomskénsla, diffus vérk.

Audiovestibular Balansrubbningar Yrsel, svindel, illaméende,

(innerdra) krakningar. Horselforlust.

Pulmonér (lungor) Torrhosta, Andfaddhet. Brannande
brostsmértor under brostbenet, kraftigare vid
andning.

Tabell 5.2: Tryckfallssjuka, olika typer av tryckfallssjuka, var bubblorna
samlas och vilka symptom de orsakar.

knén (se tabell . Denna sméirta kan vara alltifran mild till outhérdlig. Vid
svéarare fall kan offret svarligen réita ut lederna och dérav namnet the bends (eng.
kroka, boja). Man talar om tva typer av tryckfallssjuka, typ I och typ 11, dir
typ I innefattar de lindrigare och medelsvira symptomen (kutana och musku-
loskeletala), se tabell Typ II innefattar de svara symptomen, framforallt
neurologiska sddana. Tryckfallssjuka har diagnoskoden 7'70.3 (ICD-10). Tryck-
fallssjuka intréffar vanligen inom en till nagra timmar efter uppstigning till ytan
(trycksénkning), se tabell Orsaken till tryckfallssjuka &r bildandet av bub-
blor i viavnader i kroppen till f6ljd av en minskning av det omgivande trycket.
Det finns ménga faktorer som péaverkar mottagligheten for tryckfallssjuka. Ex-
trema djup, langa bottentider, hog uppstigningshastighet samt upprepad dykn-
ing ar de faktorer som till storst grad okar risken att fa tryckfallssjuka. Ett
flertal andra faktorer spelar ocksa roll.

Viatskebrist Ordentlig hydrering antas vara férdelaktigt. Studier pa piloter
(som utsatts for trycksdnkningar pa hog héjd) har slagit fast att riskerna
for tryckfallssjuka minskade efter vétskeintag.
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Tidsrymd  Andel

[h] [%]
<1 42
<3 60
<8 83

<24 98
< 48 100

Tabell 5.3: Tidsrymd inom vilken symptom for tryckfallssjuka intraffar.

Temperatur Det finns anledning att anta att risken for tryckfallssjuka okar
vid kyla.

Konstitution Fett I6ser kvive i mycket hogre utstrackning &n vatten och darfor
Okar riskerna att fa tryckfallssjuka ju hogre andel av kroppsvikten som &r
fett.

PFO Patent Foramen Ovale &r en medfodd defekt i hjartat. Alla har en 6pp-
ning mellan hjirtats tva formak som hos de allra flesta sluts vid fodseln.
Hos vissa kvarblir 6ppningen och risken for tryckfallssjuka okar eftersom
venost blod kan passera over pa den arteriella sidan.

Alder Hogre alder forefaller oka risken.
Historia Tidigare episoder med tryckfallssjuka anses 6ka risken att fa det igen.

Vid statistiska studier[3] har man inte funnit nagra betydelsefulla kopplingar
mellan férhojd risk for tryckfallssjuka och astma, diabetes, hjart- kérlsjukdo-
mar, rokning eller BMI. Anvéindning av nitrox och torrdrikt, 6kad dykfrekvens
under senaste aret, 6kad alder, ar sedan certifiering associerades med légre risk
for tryckfallssjuka. Okad risk sags vid ckat djup, tidigare episoder av tryck-
fallssjuka, antal dykdagar i foljd och for mén.

5.2 John och getterna

John Scott Haldane (1860-1936) var en skotsk fysiolog. Det brittiska ami-
ralitetet gav 1906 Haldane uppdraget att studera kassunsjuka for att ta fram
béttre dyktabeller. Haldane publicerade sina resultat[6] 1908 efter omfattande
experiment med getter, som ju var ldmpliga forséksdjur och fanns till hands i
tillricklig méngd. Haldane kom fram till sina resultat genom att placera forsoks-
djuren i en tryckkammare, utsitta dem for olika nivaer av forhojt tryck under
olika tidsperioder for att sedan hastigt sdnka trycket och studera effekten.

Haldane upptéckte att getter kunde utséttas for ett tryck av ungefir 2,25 atm
under obegransat langa tidsperioder utan att fa symptom efter hastig aterkomst
till normalt tryck (1 atm). Okades trycket till strax 6ver 2,25 atm uppstod emel-
lanat symptom och ju storre tryck getterna utsattes for, desto oftare uppstod
symptomen. Hastig dekompression efter en exponering pa fyra timmar under
ett tryck om 2,6 atm gav en get av 22 getter symptom péa dykarsjuka. Okades
trycket till 2,7 atm fick tva getter av 23 symptom, osv.
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Under tryck (2,25atm) 16ses kvivgas i vivnaderna pa getterna (liksom pa
manniskor) och efter trycksénkning till 1atm blir vivnaderna éverméttade och
kvivgas gar ur 16sning tillbaka i gasform. Haldane drog slutsatsen att getter
(och ménniskor) tal en trycksidnkning fran ca 2,25 atm till 1 atm, alltsd ungefir
en halvering.

Vid en sénkning av trycket kommer kvivgas 16st i vivnaderna att utjamnas.
Antag att en volym vatten V,,, befunnit sig under trycket po tillrackligt lange
for att bli fullstdndigt méttad med kvivgas. Efter en hastig tryckséinkning till
trycket p; blir 16sningen 6verméttad och en viss volym kvivgas kommer att g
ur l6sningen och aterga till gasform. Med hjélp av Henrys lag och allménna
gaslagen ar det mojligt att berdkna mingden gas V7 som gar ur 16sning
efter tryckséinkning. Skillnaden i koncentration Ac i mmoll~! ges av

Po
Do :K;)ICCO = Cy = KP°
H
D1
=Ko = o =
Ky
Ac=120"P1 (5.1)

pc
KH

skillnaden i molmassa ges sedan av An = Ac -V, och allménna gaslagen (2.1))
tilldmpas vid trycket p; for att fa V3

p1 Vi = AnRT
RTV, —
vy = — _Po—Pp1
H Pp1
Po RTV,
Vi=[—-1]" 5.2
1 <p1 ) o (5.2)

Om trycket halveras, alltsa sinks fran pg till p; = po/2 fas volymen V] som gatt

ur 16sningen ur (5.2)) som
RTV,

Ky
Alltsa, den volym kvivgas som gar ur l6sning vid en halvering av trycket &r
oberoende av start och sluttryck utan bestdms istédllet av kvoten mellan dessa,
po/p1. Det betyder att lika mycket gas kommer ur l6sning nér trycket halveras
fran, sdg 4 bar till 2 bar som fran 2 bar till 1 bar.

Haldane observerade alltsd tva mycket viktiga omsténdigheter. Forst, att
ménniskan tal en trycksdnkning fran ungefar 2 atm till 1 atm, alltsa en halvering,
utan symptom pa tryckfallssjuka. For det andra, att den méngd kvivgas som
kommer ur 16sning &r lika stor oberoende av fran vilket djup (tryck) halveringen
skedde. I praktiken satte Haldane en gréns fér hur stor vivnadstensionen p;(t)
kan tillatas vara jamfort med det omgivande trycket P,,,; utan att symptom pé
tryckfallssjuka uppkommer. Alltsa, enligt Haldane skulle begrénsningen vara
att tensionen hos den i vivnaderna losta kvivgasen aldrig fick Gverstiga halva
det omgivande trycket. Haldane férutsatte dock att andningsgasen var luft och
tog inte hansyn till andelen kvivgas, dvs han antog att 100 % av andningsgasen
orsakade tryckfallssjuka. I sjalva verket géller (enligt Haldane) att

Pamb
pe(t)

Vi=1-

(5.3)

> 2 (1 — f02) (54)
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T35 [min)]

Serie  Djup [m] 5 10 20 40 75

2 30.5 3.0:1 291 24:1 191 1.4:1
7 30.5 3.0:1 291 251 191 1.5:1
9 30.5 3.0:1 3.0:1 2.5:1 20:1 1.5:1
11 30.5 3.0:1 3.01 26:1 21:1 1.6:1
10 45.8 3.81 321 241 1.71 1.3:1
3 45.8 3.8:1 331 251 181 1.4:1
8 45.8 3.8:1 331 251 181 1.4:1
16 45.8 3.9:1 3.6:1 29:1 21:1 1.6:1
15 45.8 3.9:1 371 3.01 221 1.7:1
4 50.9 4.0:1 3.4:1 2.5:1 181 1.4:1
5 56.4 4.2:1 341 241 171 1.3:1
6 61.0 4.3:1 3.6:1 2.5:1 1.8:1 1.3:1

Tabell 5.4: Overmittnadskvoter (partialtryck for kvive) utan vilka
symptom pa tryckfallsssjuka intrdder enligt Hawkins, Shilling och
Hansen[7].

Haldane gjorde fler betydande upptéckter, han beskrev hur méattnaden i viv-
naderna (tensionen) foljde en exponentiell kurva, han beskrev hur kroppens vév-
nader hade olika halveringstider och att kvivgasens méattnad foljde en likadan
process som kvivgasens utjimning. Han beskrev &ven hur en snabb och siker
uppstigning skulle ga till, ndmligen etappvis och med dekompressionsstopp. Det
ar Haldane som ar den klassiska dekompressionsteorins fader.

5.3 M-varden

P& 1930-talet foretog Hawkins, Shilling och Hansen[7] en lang serie experiment.
Under tre ar genomfordes 2143 dyk indelade i 12 serier. Testerna utférdes pa
djupen 100, 150, 167, 185 och 200 fot. Testpersonerna placerades i en dyk-
tank, exponerades for tryck under olika tidsperioder och utsattes sedan for en
simulerad uppstigning genom en trycksénkning som motsvarade en uppstigning-
shastighet om 152ms~! (50 fts~!). Hawkins et al konstaterade for det forsta
att de fem olika vdvnadstyperna, med halvtiderna, 5, 10, 20, 40, och 75, inte
hade samma maximala Gverméttnadskvot. Istéllet kunde exempelvis den snab-
baste vavnadstypen tala fran 3,0 till 4,3 gangers skillnad mellan omgivande tryck
och kvivgasens tension i vivnaden medan den langsammaste endast tolererade
mellan 1,3 och 1,7 gangers skillnad (se tabell . For det andra forefoll dju-
pet inverka pa den maximala Gverméttnadskvoten. Detta ar framforallt tydligt
i de snabbaste vivnaderna dar en overméttnadskvot av 4,3:1 kunde tolereras
vid aterkomst till ytan fran ett djup av 61 m medan motsvarande tolerans en-
dast var 3,0:1 vid aterkomst till ytan fran ett djup av 30m. I figure [5.1] ses
overmattnaden av kvévgas i vivnaderna vid aterkomst till ytan plottade som
funktion av exponeringen (djupet) med trendlinjer (minstakvadratanpassade)
inlagda. Det forefaller som om de snabba vdvnadstyperna klarar av en hogre
kvévgastension ju hogre det omgivande trycket var under exponeringen. De
langsammaste vavnaderna forefaller tolerera en lagre grad av kvivgastension ju
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Figur 5.1: Overméttnaden av kviivgas i viivnadstyperna vid aterkomst
till ytan efter uppstigning (15,2 m sfl) plottad som funktion av exponer-
ingen (hydrostatiskt tryck, [m]).

hogre det omgivande trycket var.

Senare, under 1960-talet, pd U. S. Navy Experimental Dive Unit (NEDU)
analyserade Robert D. Workman resultaten fran bland andra Hawkins, m fl, och
beskrev en linjér ekvation[I6] for hur den tilldtna éverméttnaden i véivnaderna
fordndrades med djupet. Workman kallade dessa 6verméttnadsgranser for max-
imalvirden, eller M-vdrden. Workmans modell innehdll atta vavnadsgrupper
med halveringstider fran 5 min till 240 min.

Workmans linjira ekvation

M =My +AM -d (5.5)

beskriver hur den maximala tillatna tensionen M hos kvivgas 16st i vivnaderna
(partialtryck) beror av djupet d, eller det totala omgivande (hydrostatiska)
overtrycket. Vid ytan, dar djupet &r Om och déar det omgivande trycket &ar

Ty s M, AM M, AM
[min] [fsw] [fswisw'| [atm] [atmato!]
) 104 1,8 3,15 1,8
10 88 1,6 2,66 1,6
20 72 1,5 2,18 1,5
40 56 1,4 1,69 1,4
80 54 1,3 1,63 1,3
120 52 1,2 1,57 1,2
160 51 1,1 1,54 1,1
240 50 1,1 1,51 1,1

Tabell 5.5: Workmans M-viarden for kvivgasens partialtryck i atta olika
vévnadstyper i fsw respektive fsw fsw ™! och i atm respektive atm atd™?
(1ato 4r en atmosfirs Svertryck).
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max p(t) [atm]

14" T1/2:5

Ty /5 = 160, 240

e pi(t) =P,
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Figur 5.2: Workmans M-vérdeslinjer.

latm far de olika vévnadstypernas kvivgastension vara fran 3,15atm for den
snabbaste vivnaden med 5 min halveringstid till 1,51 atm for den langsammaste
med 240 min halveringstid. Det &r dven sa att den tillatna maximala kvav-
gastensionen for de olika vavnadstyperna Okar med Okat djup. Exempelvis, pa
40m djup dar det omgivande trycket ar 4,87 atm far kvivgastensionen i
vavnadstypen med en halveringstid pa 20 min inte Gverstiga

9806,38 Pamsw !
101325 Paatm™!

M =21841,5-40- = 7,96 atm (5.6)
eller
M=2]18+1,5- (4,87 — 1) = 7,96 atm (5.7)

Workman foreslar en forklaring till varfér de snabba vévnadstyperna tolererar
en hogre kvavgastension én de langsamma vavnaderna. En vavnadstyp med kort
halveringstid kommer relativt sett utjamnas mycket snabbare dn en vavnadstyp
med lang halveringstid. Detta innebér att en vivnadstyp med kort halveringstid
kommer att vara éverméttad under en kortare tidsperiod. Samtidigt tar det en
viss tid for kvivgasbubblor att bildas och véxa till en sadan storlek att risk for
tryckfallssjuka foreligger. Eftersom utjdmningsforloppet i en vavnad med kort
halveringstid gar fort finns inte tillrdckligt med tid for kvévgasbubblor att bil-
das och véixa till betydelsefull storlek innan vivnadstensionen sjunkit till riskfria
nivaer. I en langsam vévnad tar utjamningen lingre tid och bubblor av kvivgas
hinner bade bildas och vixa till sddan storlek att risk for tryckfallssjuka upp-
star. For att minska risken for tryckfallssjuka maste darfor kvivgastensionen
i de langsamma vavnadstyperna héllas pa en ldgre niva &n i de snabba vav-
nadstyperna. Det géiller alltsad att en kort tidsperiod med hog kvdvgastension
formodligen dr lika siker som en lding tidsperiod med ligre kvdvgastension .

Till detta kommer effekten av skillnader i kvivgasens 16slighet i olika véiv-
nader. I langsamma vivnader med stor kapacitet att 16sa kvivgas kommer
koncentrationen av kvivgas att vara hog. Vid en hastig reduktion av det om-
givande, hydrostatiska trycket, 6kar sannolikheten for att bubblor skall bildas
jamfort med motsvarande sannolikhet i vivnader med ldgre 16slighet av kvéve.
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Figur 5.3: Bithlmanns a- och b-vérden plottade for halveringstider fran
1 till 200.

5.4 Biihlmann

Albert A. Bithlmann (1923-1994) var en schweizisk ldkare verksam vid labora-
toriet for hyperbarisk fysiologi vid universitetssjukhuset i Ziirich, Schweiz.

Efter dykning i sjéar 1800m Over havet adrog sig tva av atta schweiziska
militdrdykare tryckfallssjuka. Biihlman insag vilka problem dykning pa hég h6jd
medférde och féreslog en metod for att berdkna maximal tillaten kvivgastension
i vivnader vid en viss hojd 6ver havet.

Biihlmann hade samma ansats som Workman, men eftersom Bithlmann in-
tresserade sig for hoghdjdsdykning hade han att ta i beaktande det faktiska
lufttrycket ovanfér vattenytan. Dar Workman kunde forutsitta att luftrycket
ovan vattenytan alltid var 1atm behévde Bithlmann bestdmma hur det légre
lufttrycket pa hog hojd inverkade pa risken for tryckfallssjuka vid aterkomst till
ytan.

Bithlmann ansag att det enda tillrackligt sékra séttet att bestdmma tolerans-
granser for viivnadstypernas kvivgastension var genom experiment, att matem-
atiskt hérleda toleransgrinserna var inte praktiskt mojligt. Darfér genomforde
Biithlmann flera serier med dykning pa hog héjd med syfte att bestdmma toler-
ansgranserna for viavnadstyper med olika halveringstid.

Bihlmann kom fram till ett mycket elegant resultat. Det visade sig att
ekvationen

pi(t) <a+ %Pamb (5.8)

dar
a=20-T,} (5.9)
b=1,005 T, 3 (5.10)

mycket vil Gverensstimde med de empiriska resultat som erhallits vid forsoks-
dykningar. Ekvation beskriver alltsd hur stor kvivgastensionen p;(t) i
en vivnad (t) far vara vid det omgivande trycket Pp.,;. Konstanterna a och
b finns plottade i figur [5.3] Dér ses att konstanten a sjunker med stigande
halveringstid och b ndrmar sig virdet 1,005 nerifran. Vavnadstyper med kort
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ZH-L16A, -B, -C ZH-L16A ZH-L16B ZH-L16C

Nr Tj/5 [min] b a a a

1 4,0 0,5050 1,2599 1,2599 1,2599
1b 5,0 0,5578 1,1696 1,1696 1,1696
2 8,0 0,6514 1,0000 1,0000 1,0000
3 12,5 0,7222 0,8618 0,8618 0,8618
4 18,5 0,7825 0,7562 0,7562 0,7562
5 27,0 0,8126 0,6667 0,6667 0,6200
6 38,3 0,8434 0,5933 0,5600 0,5043
7 54,3 0,8693 0,5282 0,4947 0,4410
8 77,0 0,8910 0,4701 0,4500 0,4000
9 109,0 0,9092 0,4187 0,4187 0,3750
10 146,0 0,9222 0,3798 0,3798 0,3500
11 187,0 0,9319 0,3497 0,3497 0,3295
12 2390 0,9403 0,3223 0,3223 0,3065
13 3050 0,9477 0,2971 0,2850 0,2835
14 390,0 0,9544 0,2737 0,2737 0,2610
15 4980 0,9602 0,2523 0,2523 0,2480
16 635,0 0,9653 0,2327 0,2327 0,2327

Tabell 5.6: Halveringstider, a- och b-konstanter fér Biihlmann ZHL-16A,
-B och -C.

halveringstid kommer dérmed att ha hogre toleransgranser medan langsamma
vavnadstyper kommer att fa avsevirt mycket lagre toleransgrénser. Detta &r
helt i 6verensstimmande med vad exempelvis Workman kom fram till. Ekva-
tionerna for Biihlmanns konstanter a och b ar resultatet av kurvanpassning till
experimentella data. Denna kurvanpassning &r en approximation av det fak-
tiska forhallandet. Eftersom den utgdr en approximation &r det sé att for vissa
vavnader (halveringstider) stdmmer den béttre, for andra stammer den simre.

I boken Tauchmedizin|2] beskriver Biithlmann utforligt och forhallandevis
lattillgdngligt hur kroppen paverkas av kvivgas (inertgaser) och vilka tolerans-
granser som bor appliceras for olika vivnadstyper. Boken beskriver ocksa hur
hans algoritm tillimpas och hur den kan anvindas i en dykdator. Den har dér-
for anvénts for flertalet implementationer och &r en starkt bidragande orsak till
populariteten hos Biihlmanns algoritm.

Biihlmann dépte sin uppséttning halveringstider och konstanter till ZH-L16
efter Zhiirich Limits och antalet halveringstider (16) samt en versionsbokstav
(A, B eller C). A-uppséittningen ar endast teoretisk, den ges helt och hallet av
ekvation . For utveckling av dyktabeller har den teoretiska uppséttnin-
gen konstanter modifierats for att vara en smula mer konservativa i de medel-
snabba vévnadstyperna 6, 7 och 8. a-konstanten for dessa tre véavnadstyper har
reducerats med ungefir 5,6, 6,3 respektive 4,3 procent vardera. Detta utgor
uppséttningen ZHL-16B.

For anvindning i dykdatorer har den teoretiska uppséttningen modifierats
ytterligare for okad konservatism. a-konstanten for vivnadstyperna 5 till och
med 15 har reducerats med 7,00, 15,0, 16,5, 14,9, 10,4, 7,85, 5,78, 4,90, 4,58,
4,64 respektive 1,70 procent vardera. Denna uppséittning kallas ZHL-16C.
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Figur 5.4: Jamforelse mellan Workmans M-vardeslinjer och Biihlmanns

toleransgranser. M-vérdeslinjer dr streckade och Biihlmanns tolerans-
grénser heldragna.

I figur[5.4]jamfors Workmans M-vérdeslinjer med Biihlmanns toleransgrénser
for inertgas. Det ar tydligt att Bithlmanns grénser dr mer konservativa &n Work-
mans. Samtidigt ir det ocksd uppenbart att forandringen med djupet (det omgi-
vande, hydrostatiska trycket) for vivnadstyper med jamforbara halveringstider
6verensstdmmer vil mellan Biihlmanns granser och Workmans gréanser. 1 figur
[5.5 ses kvivgastensionen i vivnaden med halveringstiden 18,5 min for ett dyk
med upp- och nedstigningshastigheten 10 mmin~—' och en bottentid om 30 min
pa djupet 40 m (den nedre solida linjen). Den streckade linjen representerar det
omgivande trycket, den 6vre heldragna linjen beskriver den maximala tolererade
kvévgastensionen for 18,5 min viavnaden. Vid omkring 36 min 6verskrider viv-
nadens kvéivgastension toleransgriansen och risk for tryckfallssjuka foreligger (det
streckade omradet).

5.5 Gradientfaktorer

Workman och Biihlmann bestdmmer var for sig den maximala kvivgastensio-
nen som olika vivnader i kroppen kan tolerera. Workman anvénder ekvation
, alltsd M = My + AM - d och Biihlmann anvinder ekvation , alltséa
Ptmaz(t) = a4+ 1/b- Pypnp. 1 sin bok uttrycker Biithlmann att ett stort matt av
forsiktighet bor iaktaggas vad géller de bestdmda toleransgréanserna. Granserna
beskriver inte ett forhallande sadant att 6verskridande av grianserna alltid med-
for tryckfallssjuka, eller, &n viktigare, det &r inte sa att risken for tryckfallssjuka
ar obefintlig om toleransgrinserna inte Gverskrids. Tvirtom, &r det sa att ett
flertal omsténdigheter paverkar risken, daribland individuella olikheter, riskfak-
torer sasom djup, temperatur, alder. Aven exempelvis dagsform, kosthallning
och hydreringsniva paverkar.
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[atm)]

Figur 5.5: Kvévgastension i vdvnadstypen med halveringstid 18,5 min
(heldragen linje). Streckad linje representerar totalt omgivande tryck
(Pams). Ovre heldragen linje visar maximalt tolererad kvivgastension i
18,5 min vévnaderna.

Biihlmanns toleransgranser bestammer alltsd en empirisk, statistisk gréns
for vilken risken for tryckfallssjuka okar till en oacceptabel niva om den 6ver-
skrids. For att minska riskerna orsakade av individuell variation och inverkan av
varierande osékerhetsfaktorer bor toleransgrénserna reduceras med en ytterli-
gare sakerhetsmarginal.

I figur[5.6]ses de tre viktiga omradena, riskzon, dekompressionzon och gasup-
ptagszon. I figuren beskrivs hur en vdvnads kvivgastension p;(t) forhaller sig
till det omgivande trycket P,,.;. Linjen p:(t) beskriver kvivgastensionen i en
godtycklig vévnad hos en dykare som stiger upp fran ett djup av ca 35m, gor
ett sdkerhetsstopp vi 5 m {or att sedan stiga upp till ytan. Under sékerhetsstop-
pet utjamnas tensionen i vavnaden. Det ar dock tydligt att dykaren inte hade
kunnat gora en direktuppstigning till ytan utan att hamna i riskzonen.

Om kvévgastensionen &r lagre &n kvivgasens partialtryck i omgivningen,
alltsa under linjen py,, s& kommer méngden 16st kvévgas i vivnaden att oka
(viivnaden tar upp kvéivgas). For att siikert aterkomma till ytan méaste en dykare
utjimna kvévgastensionen i vavnaden genom stiga till ett djup dér det omgi-
vande partialtrycket hos kvivgasen &r lidgre an kvivgastensionen i vdvnaden.
Om det omgivande (totala) trycket sinks for mycket upptrader risk for tryck-
fallssjuka (bubblor) och dykaren befinner sig i riskzonen, alltsi ovanfor linjen
Ptmaz 1 figur @

For att utjamna kvivgastensionen i vdvnaden maste dykaren placera sig i
dekompressionszonen (se figur . Ju ndrmare linjen pyyq, desto storre risk
att oséikerhetsfaktorerna paverkar utjamningen till sddan grad att tryckfallssjuka
uppstar. A andra sidan dr det sd att ju nirmare linjen pn, dykaren placerar
sig desto langsammare gar utjimningen, att befinna sig djupt under vattenytan
under lang tid utgor ocksa en risk.
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Figur 5.6: Gasupptagszon, riskzon och dekompressionszon.

Det dr onskvéart att infora nagon form av ytterligare sikerhetsmarginal for
att begrénsa inverkan av osdkerhetsfaktorer till en hyggligt riskfri niva.

5.6 En gradientfaktor

I figur visas tva godtyckliga linjer, yg och y;, som har ekvationerna

yo(x) = mo + kox (5.11)
yi(2) =m + ki (5.12)
dér syns ocksa linjen y; som ligger mellan linjerna yg och y;. Linjen y; repre-
senterar en linje som ligger pa en andel, f av avstandet mellan yg och y;. Ju

storre f &r desto nérmare linjen g, &ar linjen y;. Alltsa, vid alla punkter langs
yy(z) géller att

yr(@) = yo(x) + f (11 (2) — yo(x)) (5.13)
Eftersom yo och y; ges av ekvationerna (5.11)) och (5.12)) géller alltsa

yr =% + f(y1 — o)
:m0+k0$+f(m1+k1$—mo—k‘o$)
=1 —f)mo+ fmi+[(1—f)ko + fki]z (5.14)

och for linjen yy = my + kyx fas alltsa

my = (1= f)ymo+ fm (5.15)
k= (1—f)ko+ fh (5.16)

Om f = 1 blir linjen ys(x) = y1(x) och om f = 0 blir ys(x) = yo(z). Genom
definitionen av linjen y; erhalls allts& en relativ marginal, f, till linjen y;.
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Figur 5.7: Linjen yr = (1 — f)mo + fmi + ((1 — f)ko + fk1))z, dér yy
alltid ar en andel, f, av avstandet mellan linjerna yo och y;.

Genom att lata linjen y representeras av det omgivande partialtrycket for
kvivgas, dvs yo = fn,FPamp och lata y; representera toleransgrénsen for en
vavnad, dvs y; = a+1/b- Pyy,p ar det nu enkelt att med ovanstdende resonemang
infora en gradientfaktor.

Bestdm att gradientfaktorn Gz utgor storleken av den andel av Bithlmanns
toleransgréins for kvivgasens partialtryck i vdvnaderna som skall anvéndas. Den
nya sa definierade toleransgriansen blir da

ma, = Gra (5.17)
1
kG = (1= Gr) fx, +Gry (5.18)
och .
Yo (P) = Gra+ {(1 —Gr) fna+ pr] P (5.19)

For luft, med en kviveandel av fy, = 0,79 och med en gradientfaktor Gr =
0,7 blir toleransgréinsen for vivnaden med halveringstiden 77,5, = 8 min enligt

ekvation ([5.19) och tabell [5.6]

ya, (P) = 0,7-1,000 + {(1 ~0,7)-0,79+ 0,7 - 076514} P

ye,(P) =0,7+13116 - P (5.20)

I figur ar kvivgastensionen p;(t) plottad mot det totala omgivande trycket
P,mp- En dykare gor en uppstigning fran djupet, med kvévgastensionen i vév-
nadstypen som beskrivs av halveringstiden T}/ = 8,0 ritad som den heldragna
linjen p;(t). Vid punkten 1 lamnar dykaren den djupaste delen av dyket och gar
in i dekompressionszonen. Efter passage av punkten 1 tar vivnadstypen inte lén-
gre upp gas utan utjdmnas istéllet. Vid punkten 2 har dykaren natt gransen for
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pi(t) [atm]

Ptmaxzx, T1/2 =3,0
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Gy =0,7
6
4 pNz - pt(t)

1 > Pump [atm]
0 1 2 3 4 5

Figur 5.8: Uppstigning och dekompressionsstopp med sdkerhetsmarginal
(Gr =0,7).

den maximala utjimningshastigheten, alltsa vid djupet d dr skillnaden mellan
den omgivande kvévgasens partialtryck och kvivgasens partialtryck i den ak-
tuella vivnadstypen sa stor som sdkerhetsmarginalen tillater. Dykaren hejdar
uppstigningen och stannar kvar medan kvavgastensionen i vdvnaderna utjam-
nas (punkt 3). Efter en tids uppehall har kvivgastensionen sjunkit till en sddan
niva att uppstigning till ytan dr mojlig (punkt 4). Det &r viktigt att inse att
med denna definition av gradientfaktorn ar sikerhetsmarginalen, i absoluta tal,
storre pa djupet dn vid ytan.

5.7 'Tva gradientfaktorer

Det &dr i manga fall onskvért att anvinda en sdkerhetsmarginal for den djupa
delen av ett dyk och en annan for den grunda delen. Sdkerhetsmarginalen for
den djupa delen kommer da att bestdamma vid vilket djup det forsta dekom-
pressionsstoppet hamnar. Marginalen fér den grunda delen bestdmmer da den
storsta tolererade kvivgastensionen i vivnaderna vid ytan och indirekt alltsa
laingden pa de sista dekompressionsstoppen.

I figur ses de tre linjerna yo(z), y1(z) och yg(x). Antag att de tva gra-
dientfaktorerna &r G, och Gy (L for low och H for high). Gradientfaktorn G,
bestdmmer alltsa vilken andel av avstandet mellan linjerna yo och y; vid punk-
ten x1 som skall vara sdkerhetsmarginal. P4 samma sétt bestdmmer G g vilken
andel av avstandet mellan linjerna yo och y; som skall vara sékerhetsmarginal
vid punkten xy. Lutningen hos linjen yg ges av

ya(r1) — ya (o)
T1 — T

kg = (5.21)

dér ya(zo) och ya(z1) ges pa samma sétt som ekvation (5.13) i sektion [5.6|men
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2 y1(z1) Y1 =m1 + ki

20
15

10 ya(z1)
Yo = mg + kgx
Gr

Yo = Mo + kox

Zo T1
0 . > T
0 2 4 6 8 10 12

Figur 5.9: Linjen ye(z), med G = 0,2 och Gy = 0,8.

med olika gradientfaktorer, Gy och Gp.

ya(zo) = (1 — Gu)yo(wo) + Gryi (o) (5.22)
ya(r1) = (1 — Gr)yo(x1) + Gryi(z1) (5.23)

Uttrycket for kg dr enkelt att hirleda ur ekvationerna (5.21)), (5.22) samt (5.23)

men blir en smula kvistigt. Borja med att bestimma yg(x1) — ya (o)

ye(z1) — ya(zo) = (1 — Gr)yo(x1) — (1 — Gu)yo(zo)
+ Gryi(r1) — Gy (xo)
=(1—-Gr)(mo+ kox1) — (1 — Ggr)(mo + koxo)
+ Gr(my + kiz1) — Ga(my + kixo)
= (m1 —mo)(Gr — Gu)
+21((1 — Gr)ko + Grk1)
—zo((1 — Gr)ko + Guki) (5.24)

sedan kan k¢ skrivas enligt ekvation (5.21]) som

(m1 —mo)(Gr — Gu)

kg =
1 — Xo
+ 1'1((1 — GL)ko -+ GLkl)
T1 — To
_ xo((l—GH)]{J0+GHk'1) (525)
Tr1 — X9
och mq ges av ekvation ([5.22))
mag = (1 — Gg)yo(xo) + Guyi(xo) — kaxo (5.26)
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Med hjélp av de tva uttrycken (5.25)) och (5.26]) kan yg(z) skrivas pa formen
ya(z) = mg + kgx (5.27)

vilket ar okomplicerat med modosamt, darfor lamnas det fullstdndiga uttrycket
for yi(z) som 6vning at ldsaren. Nedan bestdmmes y¢ istéllet numeriskt.

Gradientfaktorn som inférdes i férra avsnittet ar genom sin definition
giltig for alla djup. Infors istéllet tva gradientfaktorer géller inte den behdndiga
relationen att for alla G ¢ sadana att 0 < Gy <1 géller alltid att

yo(z) < yo(r) < yi(z) (5.28)

For tva gradientfaktorer ligger linjen for sikerhetsmarginalen inte nédviandigtvis
mellan linjerna yo(z) och yi(z). Istillet &r det si att for G och Gy saddana
att 0 < G <1 och 0 < Gy <1 giller ekvation atminstone for z dar
zo < x < z1 men inte nédvandigtvis for alla z.

P& samma sdtt som i avsnitt ovan sétts linjen yo till det omgivande
partialtrycket hos kviavgasen, dvs

yo(P) = (1= fo,)P (5.29)

och linjen y; bestédms till Biihlmanns toleransgrans for vavnadstypen 2 med en
halveringstid om 8,0 min, alltsa

y1(P) =az +1/by- P (5.30)

dir as = 1,0000 och by = 0,6514 (tabell . Gradientfaktorerna sétts till
Gy = 0,7 och G, = 0,3. Det ar 6nskvart att Gy &ar sdkerhetsmarginalen vid
ytan (zo = 1,0) déarfor géller

ya(wo) = (1 — Gu)yo(zo) + Gryi(w0)

1
1,0) = (1 — 1-0,21)-1 -1 -1
o(10) = (1= 01)(1 = 020)- 10-+0.7- (10000 + 5+ 10)

ye(1,0) = 2,0116 (5.31)
Vid forsta stoppet x; = P; #r sidkerhetsmarginalen G = 0,3 och yg(z1) blir
ya(x1) = (L= Gr)yo(z1) + Gryi(a1)
ya(P1)=(1-0,3)(1-0,21)- P, +0,3 (1,0000 + 06514 P1>
ya(P1) =0,34+1,0135- P, (5.32)
och kg fas ur ekvation som

11,0135 P, — 1,7116
N P —10

ka (5.33)

Aven m¢ kan nu bestimmas med hjilp av ekvationerna (5.26)), (5.31) och (5.33)
1,0135- P, — 1,7116

=2,0116 — 1,0
mg ’ P, — 1’0 )
0,9981- P, — 0,3
= 5.34
P —1,0 (5-34)
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5 yta Pt(2)ymazx> T1/2 =3,0
: GH/GL—liIlje
4 i PNy = Pe(2) (1)
3 ' Pe(2)(t)
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1 ;
0 i > Pump [atm]
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Figur 5.10: Uppstigning och dekompressionsstopp med tva gradientfak-
torer G, = 0,7 och Gg = 0,3.

Linjen for sidkerhetsmarginalen yg(P) blir alltsa, enligt ekvation och
(15.33)

_ 09981 - Py — 0,3+ (1,0135- P, — 1,7116) - P
N P —10

For att berdkna det forsta stoppet (P;) och gora ekvation fullstédndigt
bestdmd ar det nddvéandigt att kidnna till kvavgasens tension i den aktuella
vévnadstypen, i detta exempel vivnadstyp tva, alltsa p(2)(t).

I f6ljande forenklade exempel studeras en dykare som befunnit sig pa ett
djup av 30m och andats luft (fo, = 0,21) under tillrickligt lang tid for att
kvivgastensionen i vévnadstyp 2 skall ha fullstindigt méattats till samma niva
som det omgivande partialtrycket hos kvivgasen. Dykaren har da en tension
i vavnadstyp 2 som motsvarar kviavgasens partialtryck i alveolerna pa djupet
30m. Enligt ekvation ar det omgivande trycket pa djupet 30 m

ya(P) (5.35)

Pomp = 1,01325 4 30 - 0,098 063 = 3,9551 atm (5.36)
och enligt ekvation (4.57) ar da kvévgasens partialtryck i alveolerna
DXy, = 0,79(3,9551 — 0,047 96) = 3,0866 atm (5.37)

och eftersom dykaren har tillbringat tillrécklig tid pa djupet for att hinna métta
vilvnadstypen i friga med kvivgas giller att p;(2)(t) = pxy, = 3,0866 atm.
Antag att dykaren ror sig sd snabbt att kvivgastensionen i vivnadstypen inte
hinner &ndras under farden uppat. Det omgivande trycket vid det férsta stoppet
P; ges da av ekvation , alltsa

Pr(2)(t) = ya(Pr)
3,0866 = 0,3+ 1,0135- P,
Py = 2,7495 atm (5.38)
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Detta virde pa P; motsvarar enligt ekvation (1.6)) ett djup av

P 101325

0,098 063 77m (5-39)

och ekvation (|5.35)) kan fullstdndigt bestimmas

2,4443 + 1,0750 - P
1,7495
1,3971 + 0,6145 - P (5.40)

yo(P) =

Nu ér det mojligt att rita py(2)mazs PNy, Prc2)(t) och ya(P) i ett diagram. Pa
liknande sitt som i foregaende avsnitt ar i figur kviivgastensionen
i viivnadstypen med en halveringstid T/, = 8,0min inritad. Istéllet for en
gradientfaktor, anvinds i figur [5.10] tva gradientfaktorer, Gy = 0,7 och G|, =
0,3.

En dykare gor en uppstigning fran ett djup av 30m och gar i punkt 1 in
i dekompressionszonen. Dykaren fortsdtter upp till punkt 2 dar sdkerhets-
marginalen ar 30 % av avstdndet mellan Bithlmanns toleransgrins och partial-
trycket hos den omgivande kvivgasen. Héar stannar dykaren tills kvévgastensio-
nen i vivnadstypen sjunkit till en sddan niva att fortsatt uppstigning ar lamplig
(punkt 3). Dessvérre har kviivgasen fortfarande inte utjaimnats tillrickligt my-
cket for att upstigning till ytan skall vara mdéjlig utan ytterligare ett dekom-
pressionsstopp dr nédvandigt (punkt 4). Vid punkt 4 dr dykaren forhallandevis
néra ytan (2,66 m) och sikerhetsmarginalen ar néra Gg, dvs ndrmare 70 % &n
30 %. Efter en kort stund har kvivgastensionen utjamnats till en sddan niva att
uppstigning till ytan dr mojlig (punkt 5 och 6).
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Appendix A

Matematisk bakgrund

A.1 Kontinuitet

Vi séiger att en funktion f(z) &r kontinuerlig i punkten  om det for alla € > 0
existerar ett § > 0 sddant att |x — y| < § implicerar att |f(z) — f(y)| < €, allts
V9>0,3¢>0: |z —y|<d=|f(x)— fly)] <e (A1)

Vi séiger att funktionen f &r kontinuerlig i intervallet [a, b] om den &r kontinuerlig
i alla punkter i intervallet, dvs

Y,y € [a,b],Ve < 0,30 >0: |z —y| <d=|f(x) - fly)| <e (A.2)

A.2 Derivata
Derivatan av en funktion definieras

fe) =ty LD =)

h—0 h (A3)

Vi skriver ofta df (z)/dz som alltsd dr ekvivalent med f’(z) dér derivering med
avseende pa x ar underforstatt.

En funktion f &r deriverbar i x om f &r definierad i omgivningen av x och
om grinsvirdet A i

B —
A= }lllg%) w (A.4)
existerar.
Om vi bildar p(z, h) som
(o, h) = 3 (F(+ B) — £(x) (A5)

och definierar p(z,0) = 0 sa blir p(z, h) kontinuerlig i 0 och vi kan skriva
(A+p(z, h))h = f(z+h) = f(z) (A.6)

som utgor en alternativ formulering av (A.4)).
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A.3 Integral
En funktion F ar en primitiv funktion till f om f &r derivata till F', alltsa

dF (z)
dx

= f(x) (A7)

Integralen av en funktion f, beroende av variablen z, och kontinuerlig pa
intervallet [a, b] definieras som

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) (A.8)

Déar F ar en primitiv funktion till f. Vi skriver ofta [F(m)]Z istéllet for F'(b) —
F(a)

A.4 Fundamentalsatsen

Antag att funktionen F'(z) &r kontinuerlig i intervallet [a, b] och definiera

- /I ft)dt,a <z <b (A.9)

Da giller, enligt analysens fundamentalsats att funktionen F &r deriverbar och
F's derivata ar f inom intervallet [a, b]. Alltsa

F'(z) = f(z),z € (a,b) (A.10)

Det géller dven att om G(x) dr en primitiv funktion till f s &r G integralen av
f, enligt

+ / F(t)dt,z € [a,b] (A.11)
a
For att bevisa fundamentalsatsen, betrakta definitionen av derivata (A.3)
F h)—-F
F/(z) = lim L& 1) = F@) (A.12)
h—0 h

Med definitionen av F' (|A.9)) kan vi skriva

x+h x
Fz) = %13%% ( / F(t)dt — / f(t)dt) (A.13)

(z) = lim — / (A.14)

men detta &r ju

h—0 h

Integralkalkylens medelvardessats ger att om f &r kontinuerlig pa det slutna
intervallet [a, b] s& finns en punkt ¢ € [a, b] sddan att

b
/ F(dt = f(e)(b—a) (A.15)
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S&, om vi later ¢ € [x,x + h| kan vi skriva

1 x+h

)= Jim s [ f0de= Jim s pe+h—n) = Jim [0 (A16)

Men d& h gar mot 0 méste ¢ gd mot = och vi far

lim f(c) = lim f(c) = f(x) (A.17)

h—0 c—T

eftersom f &ar kontinuerlig.

A.5 Partiell integration

For att berdkna en integral vars integrand &r en produkt av tva funktioner
anvinds partinell integration enligt

/f(x)g(l‘)dx= [F(2)g(x)] —/F(x)g’(x)dx (A.18)

For att visa (A.18]) anviinder vi oss inledningsvis av analysens fundamentalsats

for att skriva
b
F@g@) = [ (F@g() da (A.19)
och med stéd av produktregeln och att F'(z) = f(x) kan vi skriva
b b
| Feg@) do= [ P+ Feg@d (420
och eftersom F'(x) = f(z) kan vi skriva
b b b
[ F@ge)+ F@)g@de = [ fage + [ Fog@d (s
Vi har d& fran och att
b b
@@, = [ f@o@) + [ Py (A.22)
och kan moblera om for att fa

b b
/f(w)g(x):[F(x)g(w)]Z+/ F(x)g'(z)dz (A.23)

A.6 Derivata av produkt
Produkten av tva funktioner
f(x) = g(x)h(x) (A.24)

har derivatan
f(z) = g'()h(z) + g(x)h' (x) (A.25)



Vi anvénder derivatans definition (A.3]) och ser att

g(z +d) - g(z)

g'(z) = lim y (A.26)
W(z) = }l%w (A.27)

och far da f'(x) som
o)t = LE D= I@) _glat Do+ d) = ghle) o

d—0 d d

Men, om vi definierar Ag(x) = g(z + d) — g(x) och Ah(x) = h(x + d) — h(x)
kan vi skriva

7'(x) = lm (g(x) + Ag(x)) (h(w)d+ Ah(z)) — g(x)h(x)

(A.29)

om vi expanderar ovanstaende far vi

g(@)h(z) + g(z)Ah(z) + Ag(x)h(z) + Ag(z)Ah(z) — g(2)h(x)

/ R T
i) = limy d
(A.30)
som kan skrivas
_ Ag(x) . Ah(z) _ Ag(x)Ah(z)
Yy = @) + lim =2 =g (@) + i ————— (A-31)
men detta dr samma sak som
¢ (@)h(@) + I (2)g(x) + lim 2IDAME) (A.32)
d—0 d
Vi betraktar sista termen i ovanstaende uttryck och ser att
A Ah
lim Aglw)Ah(z) = lim ¢'(z)Ah(z) = ¢'(z) lim Ah(z) (A.33)
d—0 d—0 d—0

Men frén definitionen ovan har vi att Ah(z) = h(z + d) — h(x) och d& ger

lim Ah(z) = lim h(x +d) — h(z) =0 (A.34)
d—0 d—0

och ekvation [A.33] blir

g'(x)h(x) + g(x)h' (x) (A.35)
Vi har alltsd visat att derivatan av funktionen
f(z) = g(z)h(z) (A.36)
ar
f(z) = g'(z)h(z) + g(x) (2) (A.37)

och vi kallar den produktregein.
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A.7 Derivata av sammansatt funktion

Derivatan av den sammansatta funktionen f(g(x)) (eller ibland f o g) &r

(flg(2))" = f'(g9(x))g'(x) (A.38)

eller med annan notation

df (9(x)) _ df( (z)) dg(x)
de  dg(z) d=x (4.39)

)
En forutsittning ar att bade f(x) och g(z) ar deriverbar i x. Vi kallar detta
kedjeregeln.
For att bevisa (A.38]) observerar vi att eftersom f och g ér deriverbara i x s&
finns ¢'(x) och f/(g(x)) och enligt den alternativa definitionen av deriverbarhet

har vi
9(z +h) — g(z) = (¢'(2) + p1(z, 1))k (A.40)
samt
flg(@) + k) = fg(@)) = [f'(9(x)) + p2(g9(x), k)] k (A.41)

dar limp 0 p1(x, h) = 0 och limy_,0 p2(g(z), k) = 0. Vi later
kE=g(z+h)—g(x) (A.42)
och skriver

flgla + 1) = fg(x)) = [f'(9(x)) + p2(9(x), K)] (9(x + h) — g())
= [f'(9(2)) + p2(g9(2), k)] (¢ () + pr(2,h)) . (A.43)

Vi far da differenskvoten for f(g(z)) som

Tote 1) = J6@D) _ 111(g()) + patg(a). 0] (9 &) + pr (1) (A0

Vi bildar grénsvardet
i flg(z+h)— flg(x))

— 5im ['(9(x)) + pa(g(x), K)] (¢ (2) + pa (. )

h—0 h h—0
(A.45)
Eftersom g(z) &r deriverbar och d& ocksa kontinuerlig sa géller att
lim k = lim g(x +h) —g(z) =0 (A.46)

h—0 h—0

och darfor géller ocksa limy, o p2(g(z), k) = 0. Aven limy, o p1(x, h) = 0 och ur
(A.45) far vi gransvéirdet

lim il (:Hh?l flg@) = f'(g(x))g (x) (A.47)
Vi har visat att derivatan av f(g(z)) ar
df(g(z)) _ df(g(x)) dg(z)
de — dg(x)  da (A.48)

och vi kallar detta kedjeregeln.

58



A.8 Differentialekvationer

En differentialekvation ar en ekvation som beskriver sambandet mellan en funk-
tion och dess derivator. En ordindgr differentialekvation (en ODE) &r en differ-
entialekvation dar den okénda funktionen beror av endast en variabel.

En allmidn ODE av n:te ordningen har formen

y (@) = Flz,y(x),y' (2),....y" " D(2)) (A.49)

En differentialekvation &r linjar om F' kan skrivas som en linjarkombination
av ys derivator, alltsa

n—1

y (@) = (@) + Y aia)y (@) (A.50)

=0

dér a;(z) och r(x) &r kontinuerliga funktioner med avseende pa z. Om alla a;
ar konstanter, dvs ej beror av x har vi en linjir ordinér differentialekvation med
konstanta koefficienter.

Om r(z) = 0 sd ar differentialekvationen homogen, om r(x) # 0 ar ekva-
tionen inhomogen. En homogen ordindr differentialekvation av ordning n kan
skrivas pa formen

ao(@)y(x) + ar(2)y (@) + - + an(2)y™ (z) = 0 (A.51)
en inhomogen blir p4 motsvarande form
ao(2)y(x) + ar(2)y' (x) + - + an(2)y™ (@) = r(2) (A.52)

Om y(x) &r den allmdnna 16sninen till en inhomogen linjér differentialekvation
med konstanta koefficienter s ar

y(w) = yn(z) + yp(2) (A.53)

dér yp,(z) ar 16sningen till motsvarande homogena differentialekvation (den ho-
mogena 16sningen) och y,(x) ér en partikuldr 16sning till den inhomogena ekva-
tionen.

A.9 Integrerande faktor

Standardformen for en linjér differentialekvation av férsta ordningen &r

dy(x
WD) | gayy@) = hia) (A5
Om vi kan finna en funktion m(z) si att
dm(z)
") _ g (A.55)

kan vi multiplicera bada leden i (A.54))

m(a) (2 + g(alyla) ) = mla)hla)

dy(x)
dzx

m(x) +m(z)g(x)y(x) = m(z)h(z) (A.56)
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och med hjélp av produktregeln (A.25) far vi

2 (m(a)y(a)) = m(x)h(z) (A57)

vi integrerar bada sidorna
m(z)y(z) = / m(@)h(z)ds (A.58)

och vi far 16sningen till differentialekvationen som

y(z) = ! /m(x)h(x)dx (A.59)

m(x)

For att slutfora var 18sning behover vi finna funktionen m(z) som vi kallar
integrerande faktor. Lat m(z) vara

m(z) = %@ (A.60)
dir G(x) &r en primitiv funktion (A.7) till g(x), alltsa
G(z) :/g(x)dx (A.61)

Vi har f(x) = e* och derivatan av f(z) ar

df (z) de*
= -—— & A. 2
dx dx c (4.62)
och vi vet fran defintionen av en primitiv funktion (A.7)) att
dG(x)
bl S/ A.63
72 _ g(a) (4.6
med hjalp av kedjeregeln (A.38)) far vi
d
%eG(’”) =) g(a) = m(2)g(x) (A.64)
Losningen blir da
1
(@) = a0 / S h(z)dz (A.65)
oGz

A.10 Distributioner

En distribution &r en typ av generaliserad funktion, som definieras genom sin
effekt pa en annan funktion (testfunktionen) under en integral. Med hjilp av
distributioner dr det mojligt att differentiera vissa funktioner vars derivata i
vanlig mening inte existerar. Distributionerna &r anvindbara vid 16sning av
differentialekvationer och beskrivning av olika typer av system.

En distribution U definieras som véirdet av den symboliska integralen

/ T Ut (A.66)

Distributioner &r en klass linjara funktioner som avbildar en méngd testfunk-
tioner (¢) pa den reella talméngden. For alla testfunktioner i méngden géller
att
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o(t) JZo F)e(t)dt

Figur A.1: Distributionen Uy.

e ¢ &r deriverbar odndligt ménga ganger (¢ ar glatt).
e ¢ &r noll utanfor en ett begrénsat intervall (¢ har kompakt stéd).

Vi kréver att de symboliska integralerna ffooo U(t)p(t)dt beror linjart och
kontinuerligt pa ¢. En distribution dr da en linjar och kontinuerlig avbildning
som till varje testfunktion ordnar ett tal.

Varje vanlig funktion f(¢) som &r lokalt integrerbar kan da bilda en distri-
bution Uy genom

/oo Us(t)o(t)dt = /jo f@)o(t)dt (A.67)

Det &r mojligt att rekonstruera f(t) ur Uy (i varje kontinuerlig punkt) genom
att lata testfunktionen ¢ vara smala, hoga, pulser. I fortsdttningen kan vi
likstalla Uy med f.

A.10.1 Derivata av distribution

Med funktionen f och testfunktionen ¢ skriver vi

/_Oo o) = [fHoM)Z - /_oo F()¢' (t)dt (A.68)

Men testfunktionen &r noll utanfor ett begransat intervall, vilket innebéar att
[f(£)$(t)]2 blir noll och kvar blir alltsa

[ rwew=-[ e (A.69)
Vi definierar alltsa derivatan U’ av distributionen U som

/mvawz—/mvmdmw (A.70)

— 00 — 00

for varje testfunktion ¢.

A.10.2 Viktiga distributioner

Tre viktiga distributioner ar deltafunktionen, stegfunktionen och rampfunktio-
nen.
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1/A

A

Figur A.2: Enhetspuls.

Deltafunktionen Deltafunktionen som ibland ocksé kallas diracs deltafunk-
tion, diracdelta, impulsfunktion eller enhetspuls, kan tdnkas som en funktion

if t =
sy =49 H=0 (AT1)
0, ift#0
som har integralen
/ o(t)ydt =1 (A.72)

Denna beskrivning haller dock inte matematiskt. Istéllet definieras deltafunk-
tionen som en distribution. 6(¢) definieras genom egenskapen

| swot) = o) (A73)
for varje kontinuerlig funktion ¢(t). Da giller ocksa foljande

1. 5(t) =0 dat #0.

2. ¢(t)d(t) = ¢(0)d(t) for alla kontinuerliga ¢.

3. [P8(t)dt =1 om a < 0 <b.

Derivata Deltafunktionens distributionsderivata ges direkt av definitionen

| swstar=— [~ swe i =0 (A.74)

En mojlig tolkning av deltafunktionens derivata fas om deltafunktionen ténks
vara gransvirdet av en enhetspuls dar A far gi mot 0. Alltsa, 1at enhetspulsen
pa(t) vara (se figur |A.2))

0(t) —0(t—A

pa(t) = o) 0~ 4) A( ) (A.75)

dér 0 ar stegfunktionen, som definieras i nedan. Ténk §(¢) som

oy oy 0O 0= A)
o(t) = ianOpA (t) = ilino S — (A.76)
Da fas derivatan 0'(t) som
doi)—0(t—A

§'(t) = palt) = 48) - 6= 2) (A.77)
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Figur A.3: Enhetspulstag.

Men i (A.87)) fas stegfunktionens derivata som 6'(t) = §(t) och

§(t) = W (A.78)

Derivatan av deltafunktionen kan alltsi tolkas som en dipol.
Derivatans produktregel (A.25)) ger

SO = FO5 (1) + F()5(0) (A.79)
som kan skrivas om till
FOF (1) = S F@03() — F(05(0) = 5 FO)5(0) — FO0)6()  (A80)
Men detta ar
F (1) = F(0)8'(6) — £/(0)5(0) (A81)

Denna formel &r synnerligen anvéindbar vid férenkling av uttryck dar derivatan
av deltafunktionen ingéar.

Deltasall En mycket viktig egenskap hos deltafunktionen &r dess verkan i
serie, som ett impulstdg. Skriv, med enhetspulsen pa (t) (A.75)

i x(EA)Apa(t — kA) (A.82)

k=—oc0

Summan av det tidsskiftade enhetspulserna bildar ett pulstag, se figur[A73] Sum-
man av produkterna av x(kA) och Apa(t — kA) blir en stegvis approximation
av x(t), se figur Nér sedan A gar mot noll blir summan integralen

o0 o0

lim k;oox(kA)ApA(t _kA) = [ e (A8

som illustreras i figur [AT]
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Figur A.5: Tag av deltafunktionen &(t — kA) dver z(kA).
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Stegfunktionen Stegfunktionen, Heavisides stegfunktion eller enhetssteget,
definieras som funktionen

0, ift<O
ot) =<’ A.84
®) {1, ift>0 ( )

Derivata Stegfunktionens distributionsderivata, 6’(t) ges av

/oo o' () (t)dt = 7/00 0(t)¢' (t)dt (A.85)

—0o0 — 00

Men eftersom ¢ ar en testfunktion far vi

-/ 0w (dt = / "0t = — (1)) = —blo0)+6(0) = 6(0) (AS6)

Vi vet att ¢(0) = [7_8(t)¢(t)dt, alltsa deltafunktionen. D4 fas alltsa stegfunk-
tionens derivata som deltafunktionen, dvs

0'(t) = 6(t) (A.87)

Rampfunktionen Slutligen beskrivs ocksad rampfunktionen, som definieras

som funktionen
t, ift>0
t) = ’ - A.88
r(t) {0, ift<0 (4.88)

Alternativt kan rampfunktionen beskrivas som

r(t) = th(t) (A.89)
Derivata Rampfunktionens distributionsderivata, r’'(t) ges av
/OO r'(H)e(t)dt = — /OO r(t)¢'(t)dt = — /OO to(t)g’ (t)dt (A.90)
Men, eftersom 6(t) dr 0 da ¢t < 0 far vi

/OO ' (t)o(t)dt = — /Oo te' (t)dt (A.91)
—o0 0
Partiell integration ger
- /Oo te' (t)dt = [—tp(t)];” + /OC B(t)dt =0+ /OO O(t)o(t)dt (A.92)
0 0 —o00

Da fas alltsa rampfunktionens derivata som stegfunktionen, dvs

r'(t) = 0(t) (A.93)
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A.11 Faltning

Faltningen av tva funktioner f(t) och ¢(t) definieras som integralen av produkten
av f och g dir den ena funktionen &r omvénd och skiftad.

(o= [ " f()alt — ) (A.94)

Faltning &r bade kommutativ, associativ och distributiv, dvs

frxg=gx*f (A.95)
fr(gxh)=(f*xg)*xh (A.96)
fx(g+h)=(f*g)+(f*h) (A.97)

(A.98)

a(fxg) = (af) *g

Aven distributioner kan faltas. Faltningen av en testfunktion ¢ och en dis-
tribution U definieras som

PpxU(t) = / ot —n)U(r)dr (A.99)
Faltning av testfunktionen ¢ och deltafunktionen

oxit) = [ ot — )8 )dr = (6t — )] = B(1) (A.100)

ger alltsd ¢ x & = ¢, dvs deltafunktionen &ar enhet vid faltning. Det &r ibland
mojligt att falta distributioner med varandra. Foljande villkor ar tillréckliga for
att faltningen av distributionerna U * V skall existera

1. UV &r definierad om U eller V' bada &r noll utanfor ett begransat inter-
vall.

2. U %V &r definierad och kausal om U och V &r kausala.
For faltning av distributioner géller foljande rikneregler

1. UxV =VxU

22 Ux(V+W)=UxV+UxW

3. Ux(V*«W)=(U=V)*«W om minst tva av U, V, W har kompakt stéd
eller om alla tre &r kausala.

4. %U*V:%*V:U*%omU*Véirdeﬁnierad.

5. 0« U = U for varje U

A.12 Laplacetransformation

En funktion f(t) har Laplacetransformen L£{f(t)} (s) som definieras av

oo

LW} (s) = / oS f(t)dt (A.101)

—00

dar s ar komplext, dvs s = o + 1w.
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Konvergens Laplacetransformen av f ar definierad for de s dar integralen
konvergerar. Eftersom

e f ()] = | e f ()] = e | (D)) (A.102)

s& &ar integralens konvergens oberoende av s imaginérdel (w). Lat

Fi(s) = / T et (t)dt (A.103)

0

F_(s) = /_O e St f(t)dt (A.104)

Om Fy konvergerar absolut for ett o = a sd kommer F, att konvergera for alla
o > «. Likaledes, for F_ géller att om F_ konvergerar for o = § kommer F_
att konvergera for alla ¢ > . Déarmed kan vi konstatera att Laplaceintegralen
konvergerar i omradet som ar en strimla av det komplexa talplanet dir a <
Re(s) < B. Pa strimlans rand kan integralen konvergera eller divergera. Om
B < « &r integralen inte absolut konvergent fér nagot s.

Invers Laplacetransformationens invers ges av

o+i00
Ft) = = / P (s)ds (A.105)

T 2mi

o—100

givet att Laplacetransformen F(s) av funktionen f(¢) existerar i omraden a <
Re(s) < B och om a < o > .

Ensidig Den ensidiga Laplacetransformen L {f(t)} (s) av funktionen f(t)
(—o0 < t < 00) definieras genom

Li{f}(s)=L{OE) (1)} (s) = / T et )t (A.106)

0

Den ensidiga Laplacetransformens derivata skiljer sig fran den dubbelsidiga.
Om z(t) har Laplacetransformationen Ly {z(t)} (s) = X (s) s& ges L1 {z'(t)} (s)
av

/ T (et = [2(t)e ] + 8 / T a(etdt = sX(s) — 2(0)  (A.107)
0 0

Ett annat sétt att tédnka sig derivering av ensidiga (avskurna) funktioner foljer
av stegfunktionens derivata (A.87)) och blir

Lo {0} =" Lr {F() ()" F(0) =57 "D(0)~ "D (0) (A.108)
eftersom derivatan av en avskuren funktion &r

0™ (1) = (0™ (1) — F(O)5™Y — - — fO=2(0)8" — f""D(0) (A.100)
och eftersom

clor™t=ci {r}, clonm} =sciofy=s"ci{r}  (A110)
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Faltningen blir ocksad den annorlunda i den ensidiga Laplacetransformen.
Faltas tva avskurna funktioner 6(t)f(t) och 0(¢)g(t) med varandra fas

07) 09)(0) = o10) [ e ratr)ir)

och den ensidiga Laplacetransformationen blir

Ly {/Ot flt— T)Q(T)dT} (s) = Lr{f} (s)L1{g} ()

Réikneregler

c1fi(t) + cafa(t)

—tf(t)

i, 1)

lim f(¢)

t——+oo

f()*g(t)

Foljande géller for Laplacetransformen

i) ClFl (8) + CQFQ(S)

= e F(s)

£ F(s—sg)

= lim sF(s)

s—+oo

- i, oF()

£, F(s)G(s)
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Transformer Fo6ljande dr nagra vanliga Laplacetransformer

st) 5 1 (A.125)

St—T) L e Ts (A.126)

5t 5 s (A.127)

s & s (A.128)
1

1L,0(t) = ; (A.129)
1

tr(t) S = (A.130)

n L n!
"5 o (A.131)
et £ 1 (A.132)
S—a

A.13 System

Manga foreteelser kan beskrivas som ett system, till exempel en fysikalisk pro-
cess, en elektrisk krets eller ett kommunikationssystem.

Ett system har en eller flera insignaler, x(t), och en eller flera utsignaler,
y(t). Systemet ordnar till varje véilartad insignal en utsignal. Vi skriver

y(t) =T [z(t)] (A.133)

dér T representerar systemets verkan pa z(t).
En speciell klass av system &r de linjdra och tidsinvarianta systemen. Om
insignalerna x1(t) och xo(t) ger utsignalerna y;(t) och y2(¢) och om insignalen

alxl(t) + agxg(t) (A134)

ger utsignalen
a1y1(t) + azy2(t) (A.135)

s& sager vi att systemet ar linjdrt. Alltsa, ett system 7 &r linjart om

T [i akwk(t)l = En: arT [k (t)] (A.136)
k=1 k=1

Om insignalen x(¢) ger utsignalen y(¢) och insignalen x(t—T') ger utsignalen y(t—
T') sa séger vi att systemet ar tidsinvariant. Eller, uttryckt med systemoperatorn
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T, ett system T &r tidsinvariant om
yt) =T [z(t)] = yt—71) =T [z(t —7)] (A.137)

Ett system vars utsignal endast beror av tidigare insignaler ar kausalt. Alltsa,
for ett kausalt system paverkas inte av insignaler som &dnnu inte intréffat. Mer
formellt, ett system 7 som till insignalen x ordnar utsignalen y ar kausalt om
for paret av insignaler x1 och x5 sddana att

Jil(t) = Jig(t), Vit S to (A138)
de korresponderande utsignalerna uppfyller

yi(t) = y2(t), Vt <to (A.139)

Impulssvar Ett systems impulssvar ar systemets utsignal givet en deltafunk-
tion som insignal. Impulssvaret betecknas i allménhet som h(t).

h(t) = T [6()] (A.140)

Skriv insignalen z(t) till det linjéra och tidsinvarianta systemet 7 som

a(t) = / T a(r)o(t — Tydr (A.141)

y() = Tle(t) = T [ / " a(r)o(t = r)dr (A.142)

vilket ger
y(t) = / T (T8t — 7)) dr (A.143)
eftersom systemet &r linjért och T verkar dver tiden t. Av féljer sedan
y(t) = / T et — 1) (A.144)

Ovanstéende kinns igen som en faltning (A.94]) och dérav foljer det anmérkn-
ingsvérda resultatet
y(t) = z(t) * h(t) (A.145)

Alltsa beskrivs utsignalen y(t) fran ett system 7 med insignalen x(¢) fullstindigt
av systemets impulssvar h(t). Systemet ar kausalt om impulssvaret h(t) upp-
fyller

h(t)=0,t<0 (A.146)

Overforingsfunktion Laplacetransformationen kan anvéndas for att 16sa dif-
ferentialekvationer. En linjar differentialekvation med konstanta koefficienter

any™ + an 1y 4y +aoy = f(t), —o0 <t < oo (A.147)
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Laplacetransformeras till
ans"Y (8) + ap_18" 7Y (8) + - 4+ ay5Y (s) + agY (s) = F(s) (A.148)

dar Y(s) = L{y(t)} (s) och F(s) = L{f(t)} (s) och d& blir Laplacetransforma-
tionen av utsignalen Y'(s)
1

Y(s) = F A.149
() ans"™ + ap_18"t 4+ -+ a15+ ag () ( )

Genom att inverstransformera Y (s) s fas 16sningen som
y(H) = £ (Y (5)) (A.150)
Kvoten

1
ans™ + ap_18"tL 4+ -4 ais + ap

H(s) = (A.151)
ar systemets dverforingsfunktion och ar Laplacetransformationen av systemets
impulssvar h(t).

Sammanfattningsvis konstateras att om ett linjart och tidsinvariant system
har overforingsfunktionen H(s), insignalen x(¢) har Laplacetransformationen
X (s) och utsignalen y(t) har Laplacetransformationen Y (s) s& dr sambandet
mellan dem

Y(s) = H(s)X(s) (A.152)
Overforingsfunktionen ar alltsd kvoten mellan Laplacetransformationerna av

systemets utsignal och insignal.

Begynnelsevirden Vid I6sning av differentialekvationer ar det mycket van-
ligt att systemets forlopp innan en viss tidpunkt &r okdnt men att systemets
tillstand vid denna tidpunkt &r kéint i form av en uppséttning begynnelsevilkor.
For linjara differentialekvationer med konstanta koefficienter kan man anvinda
Laplacetransformationen, antingen den ensidiga eller den dubbelsidiga.

For att illustrera metoden betraktas differentialekvationen

y'(t) +ay(t) =x(t), t >0 (A.153)
med begynnelsevillkoret y(0) = b. Laplacetransformationen av y(t) ar
Lr{y()} (s) =Y (s) (A.154)
vidare ges transformationen av ys forstaderivata av [A.107] som
Lr{y' ()} (s) = sY(s) = y(0) (A.155)

och insignalens transform ar X (s). D4 fas den Laplacetransformerade differen-
tialekvationen som
sY(s) —y(0) + aY (s) = X(s) (A.156)

och efter omskrivning har vi

(A.157)



Inversen av 1/s + a ér e~ och vi kan invertera Y (s) for att fa
y(t) = LY (s)} = 0(t)z(t)e™ " + be™ (A.158)
Séttes sedan ¢ till 0 visar sig begynnelsevillkoret vara uppfyllt
y(0) =0(t)z(0)+b=0+b=b (A.159)

For att istéllet anvinda den dubbelsidiga Laplacetransformationen maste
differentialekvationen (A.153|) skrivas om sa att den géller fér —oo < t < oo.
For denna omskrivning anviinds stegfunktionen ({A.84)

O(t)y (t) + ab(t)y(t) = 0(t)x(t), —oc0 < x < 00 (A.160)

och den omskrivna ekvationen Laplacetransformaeras till (samma som (A.156))

_ X(s)+0b
och vi kan fran Y (s) finna 0y som
0(t)y(t) = O(t)x(t)e ™ +be ", —oo <t < o0 (A.162)

I allt véasentligt for &ndamalet &r de tva varianterna i stort sett likvardiga, valet
star mellan att hantera stegfunktioner eller halla ratt pa integrationsgrénsen i
den ensidiga transformen. Metoderna generaliseras enkelt till hogre ordningens
differentialekvationer.
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